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Introduzione

In questa tesi studieremo il problema di Dirichlet{
Du(x) ∈ O(m, n) q. o. in Ω ,

u(x) = ϕ(x) se x ∈ ∂Ω,
(1)

in cui O(m,n) è l'insieme delle matrici ortogonali di m righe ed n colonne.
In particolare dimostreremo il seguente teorema.

Teorema. Sia Ω ⊂ Rn aperto limitato e siano E = O(m,n) e coE il suo
inviluppo convesso. Sia ϕ ∈ C1

piec

(
Ω,Rm

)
tale che Dϕ ∈ E oppure ‖Dϕ‖ < 1

quasi ovunque in Ω, allora esiste (un insieme denso di) u : Ω ⊆ Rn → Rm

tale che u ∈ W 1,∞ (Ω,Rm) e{
Du(x) ∈ E per q. o. x ∈ Ω,

u ∈ ϕ+W 1,∞
0 (Ω,Rm) .

L'idea di studiare questo problema nasce dal lavoro di Cellina in [2] in cui
viene studiato l'analogo problema scalare e unidimensionale, in cui l'insieme
delle matrici ortogonali coincide con {−1, 1}. In quel caso, viene dimostrato
che l'insieme delle soluzioni del problema{

u′(x) ∈ {−1, 1} se x > 0,

u(0) = 0
(2)

in cui u : [0, 1]→ R, è un sottoinsieme denso dell'insieme delle soluzioni di{
u′ ∈ [−1, 1] se x > 0,

u(0) = 0
(3)

utilizzando il seguente teorema delle categorie di Baire (per una dimostra-
zione si veda [1]).
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Teorema (di Baire). Sia V uno spazio metrico completo e siano V k, k ∈ N,
sottoinsiemi aperti densi di V . Allora

∞⋂
k=1

V k

è densa in V . In altre parole, l'intersezione numerabile di aperti densi è
densa.

Il teorema di Baire ha una formulazione equivalente in termini di insiemi
chiusi e a�erma che l'unione numerabile di chiusi con interno vuoto ha interno
vuoto.

Il lavoro di questa tesi si basa principalmente sul lavoro [5] di Dacorogna
e Marcellini. Dopo aver de�nito la proprietà di rilassamento di un insieme
di matrici, gli autori dimostrano il seguente teorema.

Teorema. Sia Ω ⊂ Rn un aperto e siano Fi : Rm×n → R, con i = 1, · · · , I ∈
N, funzioni continue e quasi-convesse. Siano E,K ⊂ Rm×n tali che

E =
{
ξ ∈ Rm×n : Fi(ξ) = 0, i = 1, · · · , I

}
e

K ⊂
{
ξ ∈ Rm×n : Fi(ξ) ≤ 0, i = 1, · · · , I

}
tali che K abbia la proprietà di rilassamento rispetto a E.

Sia ϕ ∈ C1
piec

(
Ω,Rm

)
tale che Dϕ(x) ∈ E ∪ intK, allora esiste (un

insieme denso di) u ∈ W 1,∞ (Ω,Rm) tale che{
Fi (Du(x)) = 0 i = 1, · · · , I, per q. o. x ∈ Ω,

u ∈ ϕ+W 1,∞
0 (Ω,Rm) .

Dopo aver introdotto il concetto di valori singolari λi di un matrice ξ ∈
Rn×n, viene dimostrato il seguente teorema, valido per funzioni da Rn in
Rn, su�ciente a dimostrare l'esistenza di una soluzione di (1) nel caso in cui
E = O(n).

Teorema. Sia Ω ⊂ Rn un aperto e siano ai : Ω×Rn → R, con i = 1, · · · , n,
funzioni continue tali che

0 < c ≤ a1(x, s) ≤ · · · ≤ an(x, s)
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per una qualche costante c ∈ R e per ogni (x, s) ∈ Ω× Rn.
Sia ϕ ∈ C1

piec

(
Ω,Rm

)
tale che

n∏
i=ν

λi (Dϕ(x)) <
n∏
i=ν

ai (x, ϕ(x)) (4)

per quasi ogni x ∈ Ω, con ν = 1, · · · , n (in particolare ϕ ≡ 0). Allora esiste
(un insieme denso di) u ∈ W 1,∞ (Ω,Rm) tale che{

λi (Du(x)) = ai (x, u(x)) q. o. x ∈ Ω, i = 1, · · · , n,
u(x) = ϕ(x) se x ∈ ∂Ω.

(5)

Nella prima parte di questa tesi riporteremo da [5] alcune de�nizioni e
teoremi a proposito di insiemi e funzioni convessi. Studieremo poi le proprietà
dei valori singolari e delle matrici ortogonali necessarie a osservare che il
problema (5) può essere riscritto nella forma Du(x) ∈ O(n) nel caso in cui
le funzioni ai ≡ 1 per ogni i = 1, · · · , n e quindi la condizione (4) può
essere riscritta con λn (Dϕ(x)) < 1 per quasi ogni x ∈ Ω. Ispirandosi alla
dimostrazione del teorema presente in [5], lo amplieremo al caso di matrici
ortogonali rettangolari. Nel corso della dimostrazione costruiremo gli insiemi

W =
{
u ∈ C1

piec

(
Ω,Rm

)
: u ∈ ϕ+W 1,∞

0 (Ω,Rm) , Du(x) ∈ E ∪ intK

q. o. x ∈ Ω
}

e
V = W

C0

e dimostreremo che un insieme di soluzioni del problema (1) è denso in V ,
in norma uniforme. Per ogni ε > 0, esisterà uε ∈ W 1,∞ (Ω,Rm) soluzione di
(1), tale che

‖uε − ϕ‖L∞ ≤ ε.

La tesi è strutturata come segue. Nel capitolo 1 introdurremo i vari con-
cetti di convessità per funzioni e insiemi. In particolare, de�niremo la quasi-
convessità, la convessità di rango 1, la policonvessità, la separata convessità
e i rispettivi inviluppo.

Nel capitolo 3, de�niremo la norma 2, la norma indotta e i valori sin-
golari di una matrice. Osserveremo che l'insieme delle matrici ortogonali è
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costituito dalle matrici con l = min{m,n} valori singolari uguali a 1 (e gli
eventuali altri nulli). Caratterizzeremo l'inviluppo convesso dell'insieme delle
matrici ortogonali dimostrando che esso corrisponde all'insieme delle matrici
con norma indotta minore o uguale a 1, o, equivalentemente, a quello delle
matrici con ogni valore singolare minore o uguale a 1. De�niremo poi le pro-
prietà del segmento e di approssimazione, caratteristiche di insiemi convessi
e convessi di rango 1. Dimostreremo che nel caso di insiemi convessi di ran-
go 1 la prima proprietà implica la seconda e dimostreremo che gli inviluppi
convesso e convesso di rango 1 dell'insieme E = O(m,n) coincidono.

Nel capitolo 4 vedremo la dimostrazione del teorema principale. Sud-
divideremo tale dimostrazione in due casi: quello unidimensionale e quello
vettoriale. L'idea che sta alla base della dimostrazione, come detto, è ana-
loga a quella del teorema 6.3 in [5], ma funziona per dimostrare il teorema
per matrici rettangolari. In entrambi i casi, premetteremo al teorema alcuni
lemmi di approssimazione.



Capitolo 1

Convessità di insiemi e funzioni

1.1 Il caso convesso

Iniziamo de�nendo funzioni e insiemi convessi.

De�nizione 1.1. Una funzione f : RN → R = R ∪ {+∞} è detta convessa
se

f (tA+ (1− t)B) ≤ tf(A) + (1− t)f(B)

per ogni t ∈ [0, 1] e ogni A,B ∈ RN .
Un insieme E ⊂ RN è detto convesso se per ogni t ∈ [0, 1] e ogni A,B ∈ E,

tA+ (1− t)B ∈ E.

Si de�nisce poi l'inviluppo convesso coE come il più piccolo insieme con-
vesso contenente E. In particolare, coE è convesso. Analogamente, l'invilup-
po convesso di una funzione f : RN → R è la più grande funzione convessa
tra quelle minori o uguali di f . In altre parole:

• coE = inf {K : K ⊃ E, K convesso},

• Cf = sup {g ≤ f : g convessa}.

Il seguente teorema di Carathéodory permette di caratterizzare l'invilup-
po convesso di un insieme E come l'insieme delle combinazioni convesse di
elementi di E. Ne omettiamo la dimostrazione, che può essere trovata in [3].
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Teorema 1.2 (di Carathéodory). Sia E ⊂ RN , allora

coE =

{
ξ =

N+1∑
i=1

λiξi ∈ RN : λi ≥ 0,
∑

λi = 1, ξi ∈ E

}
.

Conseguenza diretta del teorema 1.2 sono le seguenti due proposizioni, in
cui si caratterizzano ulteriormente gli inviluppi convessi di una funzione e di
un insieme.

Proposizione 1.3. Sia f : RN → R, allora:

Cf (ξ) = inf

{
N+1∑
i=1

tif (ξi) : ξ =
N+1∑
i=1

tiξi,
N+1∑
i=1

ti = 1

}
.

Proposizione 1.4. Sia E ⊂ RN e sia χE la sua funzione indicatrice, de�nita
da

χE(ξ) =

{
0 ξ ∈ E,
+∞ ξ 6∈ E.

Allora CχE = χcoE e

coE =
{
ξ ∈ RN : f(ξ) ≤ 0, ∀f : RN → R, f

∣∣
E = 0, f convessa

}
.

Dimostrazione. Poiché E ⊂ coE, si ha immediatamente che χcoE ≤ χE.
Poiché poi coE è convesso, χcoE è convessa e quindi, facendo l'inviluppo
convesso, si ha che

χcoE ≤ CχE.

Per dimostrare la disuguaglianza inversa, è su�ciente mostrare che se χcoE(ξ) =
0, allora anche CχE(ξ) = 0. Questo segue dal teorema 1.2. Infatti, se
χcoE(ξ) = 0, allora x ∈ coE e esistono ξi ∈ E, λi ≥ 0 con

∑
λi = 1, tali che

ξ =
N+1∑
i=1

λiξi.

Allora
N+1∑
i=1

λiχE(ξi) = 0

e per il teorema 1.3 si ha che CχE(ξ) = 0.
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Dimostriamo adesso la seconda parte dell'enunciato. È immediato veri�-
care che una funzione f : RN → R convessa è tale che f

∣∣
E = 0 se e solo se

f ≤ χE. Si deduce allora che per ogni funzione convessa che soddis� tale
proprietà, si ha

f ≤ CχE = χcoE

e quindi

coE ⊂
{
ξ ∈ RN : f(ξ) ≤ 0, ∀f : RN → R, f

∣∣
E = 0, f convessa

}
.

L'inclusione inversa deriva dal fatto che χcoE è convessa e si annulla su E.

Nelle sezioni 1.2 e 1.3 svilupperemo queste idee per de�nire altri tipi di
convessità per funzioni e insiemi, con i relativi inviluppi.

Concludiamo questa sezione col dimostrare la continuità delle funzioni
convesse come fatto in [3]. Introduciamo prima un concetto più debole di
quello di funzione convessa, quello di funzione separatamente convessa.

De�nizione 1.5. Una funzione f : RN → R è detta separatamente convessa
se

f (tA+ (1− t)B) ≤ tf (A) + (1− t)f (B)

per ogni t ∈ [0, 1] e ogni A,B ∈ RN , con A − B = sei, i = 1, ..., N e s ∈ R,
dove ei è l'i-esimo vettore della base canonica di RN .

Teorema 1.6. Siano f : RN → R separatamente convessa con f 6≡ ∞ e
dom(f) = {x ∈ Rn : f(x) < +∞}. Allora f è localmente lipschitziana, e
quindi continua, su int dom(f).

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione in tre passi. Indicheremo con

|x|∞ = max {|xi| : i = 1, ..., N} .

Step 1: Dimostriamo che se x ∈ int dom(f), allora f è limitata in un intorno
di x. Senza perdita di generalità, si può supporre che x = 0 e quindi, poiché
x ∈ int dom(f), esiste ε > 0 tale che{

x = (x1, ..., xN) ∈ RN : |x|∞ ≤ ε
}
⊂ dom(f). (1.1)

Ponendo

a = max {f (ε1, ..., εN) : εi ∈ {−ε, 0, ε}, per ogni i = 1, ..., N}
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si deduce da (1.1) che a <∞. Si a�erma adesso che

se |x|∞ ≤ ε, allora f(x) ≤ a. (1.2)

Si osserva che se 0 ≤ xN ≤ ε e εi ∈ {−ε, 0, ε}, allora il fatto che f sia
separatamente convessa nell'ultima variabile implica che

f (ε1, ...εN−1, xN) ≤ xN
ε
f (ε1, ..., εN−1, ε) +

(
1− xN

ε

)
f (ε1, ..., εN−1, 0) ≤

≤ xN
ε
a+

(
1− xN

ε

)
a = a.

Per la separata convessità di f rispetto a xN−1 e per la disuguaglianza
precedente, si ha che se 0 ≤ xN−1 ≤ ε, allora

f (ε1, ..., εN−2, xN−1, xN) ≤ xN−1

ε
f (ε1, ..., εN−2, ε, xN) +

+
(

1− xN−1

ε

)
f (ε1, ..., εN−2, 0, xN) ≤ a.

Iterando il ragionamento rispetto a tutte le variabili, si ottiene (1.2), cioè che
se x ∈ int dom(f), allora f è limitata in un intorno di x, come richiesto. Se
qualche xi è negativo si procede in modo analogo.

Step 2: Dimostriamo adesso che se x ∈ int dom(f), allora f è continua
in x. Ancora, senza perdita di generalità, si può supporre x = 0 e f(0) = 0.
Per quanto visto nello Step 1, f è limitata in un intorno di x = 0, quindi
esistono λ > 0 e a > 0 tali che

se |x|∞ ≤ λ, allora f(x) ≤ a. (1.3)

Si �ssi ε > 0 e, a meno di scegliere a più grande, si assuma che ε ≤ aN2N .
Dimostriamo adesso che

se |x|∞ ≤
ε

aN2N
λ, allora |f(x)| ≤ ε (1.4)

indicando, per comodità, δ = ε
aN2N

≤ 1. Per la separata convessità di f , si
ha

f(x) = f (x1, ..., xN) = f
(
δ
[x1

δ
, x2, ..., xN

]
+ (1− δ) [0, x2, ..., xN ]

)
≤

≤ δf
(x1

δ
, x2, ..., xN

)
+ (1− δ)f (0, x2, ..., xN) .
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Ripetendo il ragionamento per la seconda variabile, otteniamo

f(x) ≤ δf
(x1

δ
, x2, ..., xN

)
+(1−δ)δf (0, x2, ..., xN)+(1−δ)2f (0, 0, x3, ..., xN)

e, iterando il ragionamento su tutte le variabili,

f(x) ≤ δ

N∑
i=1

(1− δ)i−1f
(

0, ..., 0,
xi
δ
, xi+1, ..., xN

)
+ (1− δ)Nf (0, ..., 0) .

Se adesso assumiamo che

|x|∞ ≤ δλ =
ελ

aN2N
≤ λ,

possiamo dedurre, da (1.3) e dal fatto che f(0) = 0, che

f(x) ≤ δa
N∑
i=1

(1− δ)i−1 ≤ δaN ≤ ε

che è la seconda disuguaglianza in (1.4). Per ottenere (1.4), dobbiamo ancora
dimostrare che f(x) ≥ −ε. Abbiamo che:

0 = f(0, ..., 0) = f

(
1

1 + δ
[0, ..., 0, xN ] +

δ

1 + δ

[
0, ..., 0,−xN

δ

])
≤

≤ 1

1 + δ

[
f (0, ..., 0, xN) + δf

(
0, ..., 0,−xN

δ

)]
.

Procedendo in modo analogo per la variabile xN−1, si ottiene

f (0, ..., 0, xN) = f

(
1

1 + δ
[0, ..., 0, xN−1, xN ] +

δ

1 + δ

[
0, ..., 0,−xN−1

δ
, xN

])
≤

≤ 1

1 + δ
f (0, ..., 0, xN−1, xN) +

δ

1 + δ
f
(

0, ..., 0,−xN−1

δ
, xN

)
e quindi, combinando i due risultati

0 ≤ 1

(1 + δ)2
f (0, ..., 0, xN−1, xN) +

δ

(1 + δ)2
f
(

0, ..., 0,−xN−1

δ
, xN

)
+

+
δ

1 + δ
f
(

0, ..., 0,−xN
δ

)
.
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Iterando il procedimento,

0 ≤ 1

(1 + δ)N
f (x1, ..., xN) +

N∑
i=1

δ

(1 + δ)N−i+1
f
(

0, ..., 0,−xi
δ
, xi+1, ..., xN

)
e quindi, se

|x|∞ ≤ δλ =
ελ

aN2N
≤ λ,

si trova, da (1.3), che

f (x1, ..., xN) ≥ −δ
N∑
i=1

(1 + δ)i−1f
(

0, ..., 0,−xi
δ
, xi+1, ..., xN

)
≥

≥ −δa
N∑
i=1

(1 + δ)i−1 ≥ −δaN2N = −ε.

Vale allora (1.4) e quindi f è continua in x = 0.
Step 3: Resta da dimostrare che f è localmente lipschitziana nell'interno

del dominio di f . Sia x ∈ int dom(f), allora, per continuità, esistono α, β > 0
tali che

se |y − x|∞ ≤ 2β, allora |f(y)| ≤ α <∞. (1.5)

Siano ora z e z1 tali che

|z1 − z|∞, |z1 − x|∞ ≤ β, (1.6)

da cui, in particolare, |z − x|∞ ≤ 2β. Allora

|z1 − z|∞, |z1 − x|∞ ≤ β =⇒ f(z)− f(z1) ≤ 2α. (1.7)

Sia ε > 0, allora, combinando (1.4) e (1.7), si ottiene

|z1 − z|∞, |z1 − x|∞ ≤
βε

2αN2N
=⇒ |f(z)− f(z1)| ≤ ε. (1.8)

Scegliendo

ε =
2αN2N

β
|z1 − z|∞

si ha, da (1.6) e (1.8), che

|z1 − z|∞, |z1 − x|∞ ≤ β =⇒ |f(z)− f(z1)| ≤ 2αN2N

β
|z1 − z|∞. (1.9)
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Sia ora z2 tale che |z2 − x|∞ ≤ β e sia [z1, z2] il segmento di RN di estremi
z1, z2. Siano

u1, ..., uM ∈ [z1, z2]

tali che
u1 = z1, u2, ..., uM = z2

e
|um − um+1|∞ ≤ β

per ogni m = 1, ...,M − 1. Si osservi che, poiché |z1 − x|∞, |z2 − x|∞ ≤ β,

|um − x|∞ ≤ β

per ogni m = 1, ...,M . Usando (1.9), si ottiene, per ogni m = 1, ...,M − 1,

|um − um+1|∞ ≤ β =⇒ |f(um)− f(um+1)| ≤ 2αN2N

β
|um − um+1|∞ .

Sommando le disuguaglianze, in�ne,

|z1 − x|∞, |z2 − x|∞ ≤ β =⇒ |f(z1)− f(z2)| ≤ 2αN2N

β
|z1 − z2|∞

e quindi la tesi.

1.2 Funzioni convesse

De�nizione 1.7. Oltre alla de�nizione di funzione convessa, già vista all'i-
nizio del capitolo, abbiamo che:

i) una funzione f : Rm×n → R è detta policonvessa se esiste g : Rτ(m,n) →
R convessa, tale che

f(A) = g (T (A))

dove T : Rm×n → Rτ(m,n) è de�nita da

T (A) = (A, adj2A, ..., adjm∧nA)

e adjsA indica la matrice di tutti i sotto-determinanti di ordine s × s
della matrice A, 1 ≤ s ≤ m ∧ n = min{m,n}, e

τ(m,n) =
m∧n∑
s=1

(
m

s

)(
n

s

)
;
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ii) una funzione misurabile e localmente limitata f : Rm×n → R è detta
quasi-convessa se

f(A) ≤ 1

m (Ω)

∫
Ω

f (A+Dψ(x)) dx

per ogni dominio limitato Ω ⊂ Rn, ogniA ∈ Rm×n e ogni ψ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm);

iii) una funzione f : Rm×n → R è detta convessa di rango 1 se

f (tA+ (1− t)B) ≤ tf (A) + (1− t)f (B)

per ogni t ∈ [0, 1] e ogni A,B ∈ Rm×n, con rg {A−B} = 1;

iv) una funzione f : Rm×n → R è detta separatamente convessa se

f (tA+ (1− t)B) ≤ tf (A) + (1− t)f (B)

per ogni t ∈ [0, 1] e ogni A,B ∈ Rm×n con A − B = seij, per s ∈ R e
i, j = 1, ..., N , dove eij è la matrice che ha 1 nel posto ij e 0 altrove.

Il seguente teorema, la cui dimostrazione può essere trovata in [3], è fon-
damentale per trattare funzioni che godono delle proprietà appena de�nite.

Teorema 1.8. i) Sia f : Rm×n → R, allora

f convessa =⇒ f policonvessa =⇒ f quasi-convessa =⇒

=⇒ f convessa di rango 1 =⇒ f separatamente convessa;

ii) sia f : Rm×n → R, allora

f convessa =⇒ f policonvessa =⇒ f convessa di rango 1;

iii) se m = 1 oppure n = 1, allora tutte le de�nizioni sono equivalenti;

Osservazione 1.9. In virtù dei teoremi 1.6 e 1.8, possiamo a�ermare che
se una funzione gode di una qualunque delle tipologie di convessità, allora
questa è localmente lipschitziana.

Prima di de�nire i vari tipi di inviluppi, vediamo il seguente lemma, il
quale garantisce che l'inviluppo convesso di una funzione convessa sia ancora
una funzione convessa.
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Lemma 1.10. La funzione

Cf = sup {g ≤ f : g convessa}

è convessa.

Dimostrazione. Siano A,B ∈ Rm×n e sia t ∈ (0, 1). Se f ((1− t)A+ tB) <
+∞, allora per ogni ε > 0, esiste g ≤ f convessa tale che

f ((1− t)A+ tB) < g ((1− t)A+ tB) + ε ≤
≤ (1− t)g (A) + tg (B) + ε ≤ (1− t)f (A) + tf (B) + ε

e quindi si conclude per l'arbitrarietà di ε > 0.
Se f ((1− t)A+ tB) = +∞, allora per ogni n, esiste g ≤ f convessa tale

che
n < g ((1− t)A+ tB) ≤ (1− t)g (A) + tg (B)

e quindi anche (1− t)g (A) + tg (B) = +∞.

Possiamo ora procedere col de�nire i vari inviluppi per funzioni.

De�nizione 1.11. Le funzioni

Cf = sup {g ≤ f : g convessa}
Pf = sup {g ≤ f : g policonvessa}
Qf = sup {g ≤ f : g quasi-convessa}
Rf = sup {g ≤ f : g convessa di rango 1}

sono, rispettivamente, l'inviluppo convesso, policonvesso, quasi-convesso e
convesso di rango 1 di f .

Osservazione 1.12. Si osservi intanto che, per il lemma 1.10, l'inviluppo
convesso di f è una funzione convessa. Nello stesso modo, si può dimostrare
che vale un risultato analogo per gli altri inviluppi. Per il teorema 1.8, si ha
inoltre che

Cf ≤ Pf ≤ Qf ≤ Rf ≤ f.

So�ermiamoci ora su una caratterizzazione dell'inviluppo convesso di ran-
go 1. Grazie al prossimo teorema, nel teorema 1.18 daremo una caratteriz-
zazione ricorsiva anche all'inviluppo convesso di rango 1 di un insieme
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Teorema 1.13. Sia f : Rm×n → R e poniamo R0f = f e, per ogni k ∈ N,

Rk+1f (ξ) = inf
{
tRkf (ξ1) + (1− t)Rkf (ξ2) :

t ∈ [0, 1], ξ = tξ1 + (1− t)ξ2, rg (ξ1 − ξ2) = 1
}
.

Allora
Rf = lim

k→∞
Rkf = inf

k∈N
Rkf.

Dimostrazione. Poiché g ≤ Rk+1f ≤ Rkf , sono ben de�niti

R′f = lim
k→∞

Rkf = inf
k∈N

Rkf.

Si osservi che se f è convessa di rango 1, allora R′f = f . Questo implica che
R′ (Rf) = Rf , da cui

Rf = R′ (Rf) ≤ R′f ≤ f.

Se ora dimostriamo che R′f è convessa di rango 1, allora, poiché Rf è l'e-
stremo superiore delle funzioni convesse di rango 1 minori o uguali a f , si ha
che R′f = Rf . Va dimostrato che per ogni t ∈ [0, 1] e per ogni ξ, η ∈ Rm×n

con rg {ξ − η} = 1, si ha

tR′f (ξ) + (1− t)R′f (η) ≥ R′f (tξ + (1− t)η) .

Per de�nizione di estremo inferiore, per ogni ε > 0, esistono i ≤ j ∈ N tali
che

R′f (ξ) ≥ −ε+Rif (ξ) ≥ −ε+Rjf (ξ) ,

R′f (η) ≥ −ε+Rjf (η) .

Si ottiene allora

tR′f (ξ) + (1− t)R′f (η) ≥ −ε+ tRjf (ξ) + (1− t)Rjf (η) ≥
≥ −ε+Rj+1f (tξ + (1− t)η) ≥ −ε+R′f (tξ + (1− t)η)

La tesi segue per l'arbitrarietà di ε.

Nel teorema 1.18 si troverà una formula analoga per l'inviluppo convesso
di rango 1 di un insieme.
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1.3 Insiemi convessi

In modo analogo a quanto fatto per le funzioni, si possono dare le varie
de�nizioni di convessità per gli insiemi.

De�nizione 1.14. Oltre alla de�nizione di insieme convesso, abbiamo che:

i) un insieme K ⊂ Rm×n è detto policonvesso se per ogni ti ≥ 0 con
τ(m,n)∑
i=1

ti = 1 e ogni Ai ∈ K, tali che

τ(m,n)∑
i=1

tiT (Ai) = T

τ(m,n)∑
i=1

tiAi

 ,

allora
τ(m,n)∑
i=1

tiAi ∈ K

dove T è la funzione introdotta nella de�nizione 1.7;

ii) un insieme K ⊂ Rm×n è detto convesso di rango 1 se per ogni t ∈ [0, 1]
e ogni A,B ∈ K, tali che rg {A−B} ≤ 1, allora

tA+ (1− t)B ∈ K;

iii) un insieme K ⊂ RN è detto separatamente convesso se per ogni t ∈
[0, 1] e ogni A,B ∈ K, tali che A− B = sei, per ogni i = 1, ..., N , con
ei l'i-esimo vettore della base canonica di RN , e s ∈ R, allora

tA+ (1− t)B ∈ K.

Osservazione 1.15. È immediato veri�care che valgono le seguenti impli-
cazioni:

K convesso =⇒ K policonvesso =⇒ K convesso di rango 1.

Seguendo l'idea della sezione 1.1 e della proposizione 1.4 de�niamo i vari
inviluppi convessi per insiemi.
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De�nizione 1.16. Sia E ⊂ Rm×n, o E ⊂ RN nel caso degli inviluppi conves-
so, separatamente convesso e per la chiusura dell'inviluppo quasi-convesso.
Si de�niscono:

coE =
{
ξ ∈ RN : f(ξ) ≤ 0, ∀f : RN → R, f

∣∣
E = 0, f convessa

}
;

PcoE =
{
ξ ∈ Rm×n : f(ξ) ≤ 0, ∀f : Rm×n → R, f

∣∣
E = 0, f policonvessa

}
;

RcoE =
{
ξ ∈ Rm×n : f(ξ) ≤ 0, ∀f : Rm×n → R, f

∣∣
E = 0, f convessa di rango 1

}
;

QcoE =
{
ξ ∈ RN : f(ξ) ≤ 0, ∀f : RN → R, f

∣∣
E = 0, f quasi-convessa

}
;

ScoE =
{
ξ ∈ RN : f(ξ) ≤ 0, ∀f : RN → R, f

∣∣
E = 0, f separatamente convessa

}
.

Osservazione 1.17. Si può dimostrare che tali insiemi corrispondono ai più
piccoli insiemi convesso, policonvesso, quasi-convesso, convesso di rango 1 e
separatamente convesso che contengono E. Inoltre, dal teorema 1.8 segue
che

E ⊂ RcoE ⊂ PcoE ⊂ coE.

Concludiamo questa sezione con un'utile caratterizzazione ricorsiva del-
l'inviluppo convesso di rango 1 di un insieme E presente in [4].

Teorema 1.18. Siano E ⊂ Rm×n, R0coE = E e

Ri+1coE =
{
ξ ∈ Rm×n : ξ = tA+ (1− t)B, t ∈ [0, 1] , A,B ∈ RicoE,

rg {A−B} = 1
}
.

Allora,
RcoE =

⋃
i∈N

RicoE.

Dimostrazione. Induttivamente, si osserva che RicoE ⊂ RcoE e quindi⋃
i∈N

RicoE ⊂ RcoE.

Per dimostrare l'inclusione opposta, prendiamo una funzione f : Rm×n → R.
Si de�niscono ricorsivamente gli insiemi

Ri+1f (ξ) = inf{tRif (A) + (1− t)Rif (B) : t ∈ [0, 1] , ξ = tA+ (1− t)B,
rg {A−B} = 1},
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con R0f = f . Per il teorema 1.13, Rf (ξ) = inf
i∈N

Rif (ξ). Poiché l'estremo

inferiore coincide con il limite, Rf è la funzione convessa di rango 1 massimale
tra quelle minori o uguali a f .

Si applica questo risultato alla funzione indicatrice f = χE. Per induzio-
ne, RiχE = χRicoE e quindi RχE = χ∪RicoE. Poiché RχE è una funzione con-
vessa di rango 1 e RχE

∣∣
E = 0, si deduce che se ξ ∈ RcoE, allora RχE (ξ) = 0

e quindi ξ ∈
⋃
i∈N

RicoE, cioè la tesi.

1.4 Alcune proprietà degli inviluppi convessi

In questa sezione daremo delle de�nizioni generali che applicheremo diretta-
mente al caso in cui E = O(m,n) e K = coE. Iniziamo con una proprietà
degli insiemi convessi di rango 1. Prese due matrici ξ, η ∈ Rm×n, l'intervallo
(ξ, η) è costituito dai punti (1− t)ξ + tη per t ∈ (0, 1). Inoltre, un segmento
(ξ1, η1) è parallelo a (ξ, η) se esiste 0 6= s ∈ R tale che ξ1 − η1 = s (ξ − η).

De�nizione 1.19. Si dice che un insieme K ⊂ Rm×n convesso di rango 1
soddisfa la proprietà del segmento se per ogni ξ, η ∈ K, con rg {ξ − η} = 1 e
(ξ, η) ∩ intK 6= ∅, esistono due successioni ξν , ην ∈ (ξ, η) ∩ intK, con ξν → ξ
e ην → η.

Osservazione 1.20. Si osservi che se un insieme K è convesso, allora è
convesso di rango 1 e gode della proprietà del segmento. Supponiamo che
l'intervallo (ξ, η) intersechi l'interno di K e sia ζ ∈ (ξ, η) ∩ intK. Allora
esiste ρ > 0 tale che la palla di centro ζ e raggio ρ, Bρ (ζ), sia contenuta in
K. Poiché K è convesso, il cono di base Bρ (ζ) e vertice in ξ è contenuto in
K. Inoltre, al suo interno giace il punto ξν =

(
1− 1

ν

)
ξ + 1

ν
η, che appartiene

all'interno di K e converge a ξ. Procedendo in modo analogo per η, si di-
mostra che vale lo stesso anche per η e che quindi un insieme convesso gode
della proprietà del segmento.

Nel caso in cui l'insieme K coincida con l'inviluppo convesso di ran-
go 1 di un altro insieme E, si può de�nire la seguente proprietà, detta di
approssimazione.

De�nizione 1.21. Si dice che un insieme E ⊆ Rm×n possiede la proprietà
di approssimazione se per ogni δ > 0 esiste un insieme chiuso Eδ tale che:

i) RcoEδ b intRcoE;
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ii) per ogni η ∈ Eδ vale che dist (η, E) ≤ δ;

iii) se η ∈ intRcoE, allora η ∈ RcoEδ per ogni δ > 0 su�cientemente
piccolo.

Diamo innanzitutto un esempio di un insieme che non soddis� la proprietà
di approssimazione. Denotiamo con R2×2

d l'insieme delle matrici diagonali
2× 2 e scriviamo ogni matrice di questo tipo come un vettore di R2.

Esempio 1.22. Sia E = {ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6} ⊂ M = R2×2
d de�nito da

ξ1 = (1, 0), ξ2 = (1,−1), ξ3 = (0,−1), ξ4 = (−1, 0), ξ5 = (−1, 1), ξ6 = (0, 1).

Risulta allora

Figura 1.1: L'insieme de�nito nell'esempio 1.22.

RcoE = {ξ ∈M : ξ = (x, y) ∈ [0, 1]× [−1, 0] ∪ [−1, 0]× [0, 1]}

e il suo interno, relativo adM, è

intRcoE = {ξ ∈M : ξ = (x, y) ∈ (0, 1)× (−1, 0) ∪ (−1, 0)× (0, 1)}

e non c'è speranza di trovare un insieme Eδ che soddis� la proprietà di ap-
prossimazione. Se infatti dovesse valere la condizione iii) della proprietà di
approssimazione per un punto η vicino all'origine, allora verrebbe automa-
ticamente violata la condizione ii). Quel punto vicino all'origine non può
essere arbitrariamente vicino all'insieme E.
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Questo esempio può essere generalizzato al caso di matrici non diagonali.
Se de�niamo

E =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ {±1, 0}, non tutti nulli e con lo stesso segno

}
,

allora vediamo, con lo stesso ragionamento fatto in precedenza, che E non
soddisfa la proprietà di approssimazione.

Una condizione su�ciente per avere la proprietà di approssimazione è
quella di avere la proprietà del segmento, con K = RcoE. Nel capitolo 3
vedremo che, se E = O(m,n) e K = coE, allora coE = RcoE, per cui K
gode della proprietà del segmento e, per il seguente lemma 1.23, soddisfa
la proprietà di approssimazione. Nel capitolo 4 utilizzeremo la proprietà di
approssimazione anche nel caso scalare osservando che l'insieme E = {−1, 1}
soddisfa banalmente la proprietà de�nendo Eδ = [−1 + δ, 1 − δ] per ogni
δ > 0.

Lemma 1.23. Se RcoE ⊂ Rm×n possiede la proprietà del segmento, allora
E gode della proprietà di approssimazione.

Dimostrazione. Sia ξ ∈ intRcoE ⊂ RcoE. Per il teorema 1.18,

RcoE =
⋃
i∈N

RicoE

e quindi esiste i ∈ N tale che ξ ∈ RicoE. Per semplicità, si può supporre
i = 2. Per gli altri casi si dovrà iterare la dimostrazione nel caso i = 2.

Step 1: Poiché ξ ∈ R2coE, esistonoA1, A2 ∈ R1coE tali che rg {A1 − A2} =
1 e λ1, λ2 ≥ 0, tali che λ1 + λ2 = 1 e

ξ = λ1A1 + λ2A2.

Per la supposta proprietà del segmento, esiste (Aε1, A
ε
2) tale che ξ ⊂ (Aε1, A

ε
2) ⊂

(A1, A2) ∩ intRcoE e
ξ = λε1A

ε
1 + λε2A

ε
2,

con λεi ≥ 0, λε1 + λε2 = 1 e Aεi → Ai.
Step 2: Poiché A1, A2 ∈ R1coE, esistono Aij ∈ E con rg {Ai1 − Ai2} = 1,

con i, j ∈ {12}, tali che

A1 = λ11A11 + λ12A12,



CAPITOLO 1. CONVESSITÀ DI INSIEMI E FUNZIONI 21

A2 = λ21A21 + λ22A22.

Per la proprietà del segmento, esistono due segmenti (Aεi1, A
ε
i2), con Aεi ∈

(Ai1, Ai2) ∩ intRcoE, rg {Aεi1 − Aεi2} e

Aεi = λεi1Ai1 + λεi2.

Se consideriamo
Eδ = {Aε11, A

ε
12, A

ε
21, A

ε
22} ,

allora Eδ ⊂ intRcoE, ξ ∈ R2coEδ ⊂ RcoEδ e dist
(
Aεij, E

)
< δ per ε

su�cientemente piccolo e quindi E gode della proprietà del segmento.



Capitolo 2

Un teorema di semicontinuità

In questo capitolo vediamo un teorema di semicontinuità debole per il fun-
zionale integrale F : W 1,∞ (Ω,Rm) → R con Ω aperto limitato, de�nito
da

F (u) =

∫
Ω

f (Du(x)) dx. (2.1)

Teorema 2.1. Siano f : Rm×n → R una funzione continua e quasi-convessa
e Ω un sottoinsieme aperto e limitato di Rn. Sia F il funzionale integrale de-
�nito in (2.1), allora F è sequenzialmente semicontinuo inferiormente nella
topologia ∗ −W 1,∞ (Ω,Rm), cioè per ogni successione {uj} ⊆ W 1,∞ (Ω,Rm)
tale che uj → u in *-W 1,∞, risulta che

lim inf
j→∞

F (uj) ≥ F (u) .

Nel capitolo 4 utilizzeremo il teorema 2.1 nel caso in cui f sia una funzione
convessa. Per la sua maggiore generalità, si è preferito dimostrare la semicon-
tinuità nel caso in cui f sia una funzione quasi-convessa. Prima di procedere
con la dimostrazione, ricordiamo la de�nizione di convergenza debole-* e un
classico teorema di analisi sulla suddivisione di un aperto di Rn. Per una
dimostrazione del teorema 2.3, si veda [7].

De�nizione 2.2. Una successione uj ∈ L∞ (Ω) converge debolmente nella
topologia *-L∞ a u, in breve uj → u in *-L∞, se per ogni v ∈ L1 (Ω) si ha
che

lim
j→∞

∫
Ω

ujv dx =

∫
Ω

uv dx.

22
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Inoltre, si dice che uj → u in *-W 1,∞ se uj → u e Duj → Du in *-L∞.

Teorema 2.3. Sia Ω ⊆ Rn un aperto limitato, allora esiste una famiglia di
cubi {Qi

k}i∈N a due a due privi di punti interni in comune, di lato minore o

uguale a 1
k
tali che mis

(
Ω−

⋃
i∈N

Qi
k

)
= 0.

La dimostrazione del teorema 2.1 si fonda inoltre sul seguente lemma.

Lemma 2.4. Siano Ω ⊆ Rn limitato, p ∈ [1,∞) e v ∈ Lp (Ω). Sia {Qi
k}i∈N

una famiglia di cubi che ricopra Ω data dal teorema 2.3. Sia [v]m la media
di v su Ω rispetto al ricoprimento costituito dai Qi

k, cioè

[v]m (x) =
∑
i∈N

(
−
∫
Qi

k

v(y) dy

)
χQi

k
(x). (2.2)

Allora
[v]m ∈ L

p (Ω) e [v]m ⇀ v in Lp (Ω), per k →∞.

Dimostrazione. Sia v ∈ Lp (Ω). Sia [v]m la sua media, de�nita in (2.2). Per
non appesantire troppo la scrittura, tralasciamo l'insieme di integrazione Qi

k

nelle medie integrali. Per ogni ε > 0 esiste una funzione vε ∈ C0
c (Ω) tale che

‖v − vε‖Lp(Ω) < ε. Allora, usando la disuguaglianza di Jensen e il fatto che

mis

(
Ω−

⋃
i∈N

Qi
k

)
= 0, si ottiene

‖[vε]m − [v]m‖pLp(Ω) =

∫
Ω

|[vε]m − [v]m|p dx =

=
∑
i∈N

∣∣∣∣−∫ vε dy −−
∫
v dy

∣∣∣∣p ·mis (Qi
k

)
=

=
∑
i∈N

∣∣∣∣−∫ (vε − v) dy

∣∣∣∣p ·mis (Qi
k

)
≤

≤
∑
i∈N

−
∫
|vε(y)− v(y)|p dy ·mis

(
Qi
k

)
=
∑
i∈N

∫
Qi

k

|vε(y)− v(y)|p dy = ‖vε − v‖pLp(Ω) .
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Possiamo a�ermare che se la tesi vale per la funzione vε, allora vale anche
per v. Infatti:

‖v − [v]m‖Lp(Ω) ≤ ‖v − vε‖Lp(Ω) + ‖vε − [vε]m‖Lp(Ω) + ‖[vε]m − [v]m‖Lp(Ω) ≤
≤ ‖v − vε‖Lp(Ω) + ‖vε − [vε]m‖Lp(Ω) + ‖vε − v‖Lp(Ω) .

Se v ∈ C0
c (Ω), in particolare v è uniformemente continua. Quindi, per ogni

ε > 0, esiste δ > 0 tale che

sup
|x−y|<δ

|v(x)− v(y)| < ε.

A meno di scegliere la diagonale del cubo Qi
k più piccola di δ, ovvero

√
n
k
<

δ, ogni coppia di punti del cubo soddisfa la disuguaglianza di uniforme
continuità e quindi

sup
i∈N

sup
x,y∈Qi

k

|v(x)− v(y)| < ε,

dunque, ancora per la disuguaglianza di Jensen,

‖v − [v]m‖pLp(Ω) =

∫
Ω

|v − [v]m|p dx =
∑
i∈N

∫
Qi

k

∣∣∣∣v(x)−−
∫
v(y) dy

∣∣∣∣p dx =

=
∑
i∈N

∫
Qi

k

∣∣∣∣−∫ v(x)− v(y)

∣∣∣∣p dx ≤∑
i∈N

∫
Qi

k

(
−
∫
|v(x)− v(y)|p dy

)
dx ≤

≤
∑
i∈N

∫
Qi

k

(
−
∫
εp dy

)
dx =

∫
Ω

εp dx = mis (Ω) εp.

Concludendo, per ogni m ∈ N tale che
√
n
k
< δ, si ha che

‖v − [v]m‖Lp(Ω) ≤ mis (Ω)
1
p ε

e quindi la tesi.

Possiamo adesso dimostrare il teorema 2.1.

Dimostrazione del Teorema 2.1. Siano uj e u come nelle ipotesi del teorema.
A meno di estrarre una sottosuccessione convergente, si può supporre che
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lim inf
j→∞

F (uj) = lim
j→∞

F (uj). Poiché poi uj è limitata in L∞, ovvero equi-

limitate, e poiché Duj è equi-limitata in C∞, ovvero uj equi-continue, allora,
a meno di applicare il teorema di Ascoli-Arzelà, si può supporre che uj → u
in L∞ e che Duj → Du in *-L∞. Suddividiamo la dimostrazione in due parti:
nella prima dimostriamo il teorema nel caso in cui u sia una funzione a�ne,
cioè u(x) = Ax + b, con A ∈ Rm×n e b ∈ Rn; nella seconda dimostriamo il
teorema nel caso generale utilizzando il lemma 2.4.

Step 1: Sia u = Ax + b. Si osservi che se uj ∈ u + W 1,∞
0 (Ω,Rm), allora,

per quasi-convessità,

F (uj) =

∫
Ω

f (Duj) dx =

∫
Ω

f (D(uj − u) +Du) dx ≥

≥ mis (Ω) f (A) = F (u)

e quindi F (uj) ≥ F (u) per ogni j ∈ N, da cui, in particolare lim
j→∞

F (uj) ≥
F (u). Si cerca quindi di approssimare uj in modo che assuma lo stesso dato
al bordo di u. Sia allora Ω0 b Ω e sia d = dist (Ω0, ∂Ω) > 0. Siano inoltre
M ∈ N e Ω̃i =

{
x ∈ Ω: dist (x,Ω0) < i

M
d
2

}
per ogni i = 1, ...,M .

De�niamo delle funzioni �cut-o� � ϕi ∈ C∞c
(

Ω̃i

)
tali che

0 ≤ ϕi ≤ 1,

ϕi
∣∣
Ω̃i−1

= 1,

‖Dϕi‖L∞ ≤ 4M
d
.

Se de�niamo
uij = ϕiuj + (1− ϕi)u,

allora uij ∈ u+W 1,∞
0 (Ω,Rm) e

Duij =


Du su Ω− Ω̃i;

ϕiDuj + (1− ϕi)Du+ (uj − u)⊗Dϕi su Ω̃i − Ω̃i−1;

Duj su Ω̃i−1.

Consideriamo separatamente i tre integrali che danno F
(
uij
)
:

1) ∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ω−Ω̃i

f (Du) dx

∣∣∣∣∣∣∣ = |f(A)|mis
(

Ω− Ω̃i

)



CAPITOLO 2. UN TEOREMA DI SEMICONTINUITÀ 26

2) ∫
Ω̃i−1

f (Duj) dx =

∫
Ω

f (Duj) dx−
∫

Ω−Ω̃i−1

f (Duj) dx =

= F (uj)−
∫

Ω−Ω̃i−1

f(Duj) dx

da cui si ottiene∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ω̃i−1

(f(Duj)− F (uj)) dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
BL(0)

|f |mis (Ω− Ω0) ,

dove L = sup
j∈N
‖Duj‖L∞ <∞, dato che Duj → w in *-L∞.

3) ∥∥Duij∥∥L∞ ≤ ‖ϕiDuj + (1− ϕi)Du‖L∞ + ‖(uj − u)⊗Dϕi‖L∞ ≤
≤ ‖Duj‖L∞ + ‖Du‖L∞ + ‖|uj − u| |Dϕi|‖L∞ ≤

≤ L+ |A|+ 4M

d
‖uj − u‖L∞ ≤ L+ |A|+ 4M

d
L̃ := LM .

Risulta allora che∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ω̃i−Ω̃i−1

f
(
Duij

)
dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ mis
(

Ω̃i − Ω̃i−1

)
sup

BLM
(0)

|f |

e quindi, riassumendo

F (uij) ≤

(
f(A) + sup

BL(0)

|f |

)
mis (Ω− Ω0)+F (uj)+mis

(
Ω̃i − Ω̃i−1

)
sup

BLM
(0)

|f |.

Se adesso sommiamo e facciamo la media, al variare di i, abbiamo che

1

M

M∑
i=1

F
(
uij
)
≤

(
|f(A)|+ sup

BL(0)

|f |

)
mis (Ω− Ω0)+F (uj)+

1

M
sup

BLM
(0)

|f |mis (Ω− Ω0) .
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Poiché si sta facendo la media, per ogni j, esiste ij ∈ {1, ...,M} tale che

F
(
u
ij
j

)
≤ 1

M

M∑
i=1

F
(
uij
)
,

quindi

F
(
u
ij
j

)
≤ F (uj) +

(
|f(A)|+ sup

BL(0)

|f |+ 1

M
sup

BLM
(0)

|f |

)
mis (Ω− Ω0) .

Si de�nisce wj = u
ij
j ∈ u+W 1,∞

0 (Ω,Rm), allora, per quanto visto in 3), si ha

‖wj − u‖L∞ =
∥∥ϕijuj − ϕiju∥∥L∞ ≤ ‖uj − u‖L∞ → 0,

cioè wj → u in L∞ e inoltre, a meno di estrarre una sottosuccessione, Dwj →
Du in *-L∞ perché |Dwj| è limitato.

Abbiamo quindi dimostrato che ogni sottosuccessione converge a u nella
topologia ∗ −W 1,∞ e quindi wj → u in *-W 1,∞. Inoltre:

F (wj) ≤ F (uj) +

(
|f(A)|+ sup

BL(0)

|f |+ 1

M
sup

BLM
(0)

|f |

)
mis (Ω− Ω0)

e passando al lim inf
j→∞

,

F (u) ≤ lim inf
j→∞

F (wj) ≤

≤ lim
j→∞

F (uj) +

(
|f(A)|+ sup

BL(0)

|f |+ 1

M
sup

BLM
(0)

|f |

)
mis (Ω− Ω0) .

Facendo tendere Ω0 a Ω, si ottiene che F (u) ≤ lim
j→∞

F (uj).

Step 2: Nel caso generale, siano Ω =
⋃
i∈N

Qi
k∪Ek, con mis (Ek) = 0 e ogni

cubo Qi
k di lato minore o uguale di 1

k
, e Qk = Ω− Ek. Allora

F (uj) =

∫
Ω

f (Duj) dx =

∫
Qk

f (Duj) dx+

∫
Ek

f (Duj) dx =

=

∫
Qk

f(Duj)− f (D(uj − u) + [Du]m) dx+

∫
Qk

f (D(uj − u) + [Du]m) dx =

= I1
j + I2

j .
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Per i teoremi 1.8 e 1.6, indicando con [f ]C0,1 = sup
A,B∈Rm×n

|f(A)−f(B)|
A−B la semi-

norma di Lipschitz di una funzione,∣∣I1
j

∣∣ ≤ ∫
Qk

|f(Duj)− f (D(uj − u) + [Du]m)| dx ≤

≤ [f ]C0,1(BL+2‖Du‖L∞ )

∫
Qk

|Du− [Du]m| dx = ωk → 0,

se k →∞.
Per l'altro integrale, utilizzando quanto trovato nello Step 1,

lim inf
j→∞

I2
j ≥

∑
i∈N

lim inf
j→∞

∫
Qi

k

f (D(uj − u) + [Du]m) ≥
∑
i∈N

∫
Qi

k

f ([Du]m) dx =

=

∫
Qk

f ([Du]m) dx ≥ −
∫
Qk

|f ([Du]m)− f (Du)| dx+

∫
Qk

f (Du) dx ≥

≥ − [f ]C0,1(B2‖Du‖L∞ )

∫
Qk

|[Du]m −Du| dx+ F (u) = −σk + F (u),

con σk → 0 se k →∞. Abbiamo quindi trovato che F (uj) = I1
j +I2

j ≥ ωk+I2
j ,

da cui, passando al lim inf, si ottiene

lim inf
j→∞

F (uj) ≥ ωk + lim inf
j→∞

I2
j = ωk − σk + F (u)→ F (u),

se m→∞. In�ne quindi

lim inf
j→∞

F (uj) ≥ F (u).



Capitolo 3

Matrici ortogonali e valori

singolari

In questo capitolo diamo inizialmente la de�nizione di valore singolare di
una matrice e ne studiamo alcune proprietà. Analizziamo poi le proprietà
delle matrici ortogonali, caratterizzando queste ultime, e il loro inviluppo
convesso, tramite i valori singolari. Faremo vedere che, nel caso particola-
re di E = O(m,n), gli inviluppi convesso e convesso di rango 1 coincidono
utilizzando la caratterizzazione ricorsiva trovata nel teorema 1.18. In que-
sto caso si potranno allora usare entrambe le proprietà, del segmento e di
approssimazione, introdotte nella sezione 1.3.

De�nizione 3.1. Sia A ∈ Rm×n una matrice con m righe ed n colonne,
allora:

i) A è detta ortogonale se AtA = I nel caso in cuim ≥ n e, analogamente,
se AAt = I nel caso in cui m ≤ n;

ii) la norma 2 di A è de�nita da ‖A‖2 =
√
tr (AtA);

iii) la norma indotta di A è de�nita da ‖A‖ = sup
‖x‖6=0

‖Ax‖
‖x‖ , in cui le norme a

secondo membro sono le norme euclidee di Rm, a numeratore, e di Rn,
a denominatore.

De�nizione 3.2. i) Se B ∈ Rn×n è una matrice simmetrica e de�nita
positiva, allora si può de�nire la sua radice quadrata nel seguente modo.
Intanto, per il teorema spettrale, B è diagonalizzabile, quindi esistono

29
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una matrice D ∈ O(n) e numeri non negativi 0 ≤ µ1(B), ..., µn(B) tali
che

D−1BD =

µ1(B) 0
0

. . .
µn(B)

 .
Si ha allora

B = D

µ1(B) 0
0

. . .
µn(B)

D−1

e quindi si può de�nire

B
1
2 = D


√
µ1(B) 0
0

. . . √
µn(B)

D−1,

per la quale si ottiene, come voluto, B
1
2B

1
2 = B.

ii) I valori singolari di A ∈ Rm×n sono gli autovalori, λ1(A), ..., λn(A),

della matrice (AtA)
1
2 . Si può scrivere 0 ≤ λ1(A) ≤ ... ≤ λn(A).

Osservazione 3.3. Nel caso di una matrice quadrata simmetrica, i valori
singolari non sono altro che i valori assoluti degli autovalori.

Vale la seguente decomposizione ai valori singolari.

Teorema 3.4. Se A ∈ Rm×n e sia l = min{m,n}, allora esistono matrici
U ∈ O(m), V ∈ O(n) e una matrice diagonale D = diag (λ1(A), ..., λl(A)) ∈
Rm×n, con 0 ≤ λ1 ≤ ... ≤ λl, tali che

A = UDV.

Osservazione 3.5. Una matrice è ortogonale se e solo se l = min (m,n)
valori singolari sono uguali a 1 (gli altri sono necessariamente 0). Infatti,
se m ≥ n, allora poiché AtA è l'identità di Rn×n, questa ha tutti autovalori
uguali a 1. Viceversa, se m ≤ n, allora AAt = I. Per la decomposizione ai
valori singolari del teorema 3.4, esistono U ∈ O(m), V ∈ O(n) e una matrice
diagonale ∆ ∈ Rm×n, cioè ∆ = (D 0) con D ∈ Rm×m e 0 la matrice nulla di
R(n−m)×m, tali che A = U∆V . Poiché per ipotesi AAt = I, si ha che

I = U∆V V t∆tU t = UD2U t = D2UU t = D2
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e quindi D risulta essere la matrice identità. Pertanto ∆ = (I 0) e quindi A
ha esattamente m valori singolari uguali a 1.

Si osservi ora che se n ≥ m, allora almeno n −m valori singolari sono
sempre nulli, indipendentemente dal fatto che una matrice sia ortogonale.
Infatti, per il teorema della dimensione

dim (ImA) + dim (kerA) = n

e quindi dim (kerA) ≥ n−m. Inoltre, dato v ∈ kerA, risulta che AtAv = 0·v
e quindi kerA è un autospazio per AtA relativo a 0 di dimensione almeno
n−m. Quindi almeno n−m valori singolari sono sicuramente nulli.

Il dato al bordo ϕ del problema 1 è supposto tale che Dϕ(x) ∈ E∪intcoE,
con E = O (m,n), e di seguito daremo varie caratterizzazioni sia di E, sia
del suo inviluppo convesso coE.

Osservazione 3.6. Sia A ∈ E = O(m,n), allora ‖Ax‖2 = (Ax)t (Ax) =

xtAtAx = xtx = ‖x‖2, da cui si ricava che ‖Ax‖‖x‖ = 1. Risulta quindi ‖A‖ = 1
e

E ⊂
{
A ∈ Rm×n : ‖A‖ = 1

}
.

Si osservi che l'inclusione inversa è invece falsa, infatti la matrice[
1 0
0 0

]
ha norma indotta pari a 1, ma non è ortogonale.

La seguente proprietà mette in relazione la norma 2 di una matrice
ortogonale e i suoi valori singolari.

Proposizione 3.7. Sia A ∈ Rm×n, allora ‖A‖2
2 =

n∑
j=1

λ2
j(A).

Dimostrazione. Si osservi che, date due matrici H,K ∈ Rn×n,

tr (HK) = tr (KH)

perché

tr (HK) =
n∑
i=1

n∑
j=1

HijKji =
n∑
j=1

n∑
i=1

KjiHij = tr (KH) .
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Si usa la decomposizione di A vista nel teorema 3.4. Sia A = UDV , allora

‖A‖2
2 = tr

(
AtA

)
= tr

(
V tDtU tUDV

)
= tr

(
V tDtDV

)
=

= tr
(
V tDtDV

)
= tr

(
V V tDtD

)
= tr

(
DtD

)
=

n∑
j=1

λ2
j(A).

3.1 Matrici ortogonali

Per quanto abbiamo appena visto, le matrici ortogonali sono quelle con
l = min{m,n} valori singolari uguali a 1. In questa sezione determinia-
mo l'inviluppo convesso di tali matrici e, nella proposizione 3.9, dimostriamo
che l'inviluppo convesso dell'insieme delle matrici ortogonali è costituito dalle
matrici di norma indotta minore o uguale di 1. Prima, possiamo osservare la
seguente proprietà.

Proposizione 3.8. Sia A ∈ Rm×n, allora le seguenti condizioni sono equi-
valenti:

i) ‖A‖ ≤ 1;

ii) AtA− I ≤ 0, nel senso che la matrice AtA− I è semide�nita negativa.

Dimostrazione. Il fatto che AtA − I sia semide�nita negativa signi�ca che
per ogni v ∈ Rn, 〈(AtA− I) v, v〉 ≤ 0, da cui 〈AtAv, v〉 ≤ ‖v‖2. Pertanto:

1 ≥ 1

‖v‖2

(
AtAv

)t
v =

1

‖v‖2
vtAtAv =

=
1

‖v‖2
(Av)tAv =

‖Av‖2

‖v‖2
.

Passando all'estremo superiore, si ottiene ‖A‖ ≤ 1. Procedendo a ritroso, si
dimostra l'implicazione inversa.

Proposizione 3.9. L'inviluppo convesso di E = O(m,n) è

K = coE =
{
A ∈ Rm×n : ‖A‖ ≤ 1

}
.



CAPITOLO 3. MATRICI ORTOGONALI E VALORI SINGOLARI 33

Dimostrazione. Per dimostrare che K ⊆ {A ∈ Rm×n : ‖A‖ ≤ 1}, basta di-
mostrare che l'insieme a secondo membro è convesso e questo deriva dalla
disuguaglianza triangolare:

‖tA+ (1− t)B‖ ≤ |t| ‖A‖+ |1− t| ‖B‖ ≤
≤ |t|+ |1− t| = 1.

Viceversa, sia ‖C‖ ≤ 1. Si può decomporre C ai valori singolari e trovare
C = UDV . Poiché ‖C‖ ≤ 1, per la proposizione 3.8, CtC − I è una matrice
semide�nita negativa che ha quindi tutti gli autovalori non positivi. Se β è un
autovalore di CtC, allora esiste v tale che CtCv = βv, da cui (CtC − I) v =
(β − 1) v e quindi β ≤ 1. Pertanto, i valori singolari di = λi(C) di C sono
tutti minori o uguali di 1 e quindi si può scrivere il vettore (d1, ..., dn) come
combinazione convessa di vertici del cubo n-dimensionale [−1, 1]n, cioè di
matrici diagonali con valori ±1, ovvero di matrici ortogonali. Pertanto D è
combinazione convessa di matrici ortogonali e quindi si è dimostrata la tesi
perché il prodotto di matrici ortogonali è ortogonale:

C = U

(
k∑
j=1

µjDj

)
V =

k∑
j=1

µj (UDjV ) ∈ E.

Osservazione 3.10. Per la proposizione 3.7 abbiamo che se A ∈ E =
O (m,n) e l indica come al solito il minimo tra m e n, allora ‖A‖2

2 = l,
mentre il viceversa non è vero. È però evidente che

E =
{
A ∈ Rm×n : ‖A‖2

2 = l, λn(A) ≤ 1
}

in quanto le condizioni
n∑
i=1

λ2
i (A) = l, λi(A) ≥ 0 e maxλi(A) = 1 implicano

che λi(A) = 1 per ogni i = n− l+1, ..., n, cioè che gli ultimi l valori singolari
siano uguali a 1, mentre i primi sono nulli per quanto visto nella osservazione
3.5.

Per quanto riguarda l'inviluppo convesso K = coE, possiamo solo a�er-
mare che

K ⊂
{
A ∈ Rm×n : ‖A‖2

2 ≤ l
}
.

Vediamo alcune proprietà dei valori singolari che saranno poi utilizzate
per dimostrare che coE = RcoE nel caso delle matrici ortogonali.
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Lemma 3.11 (Disuguaglianza di Von Neumann). Per ogni A,B ∈ Rn×n,

|tr (AB)| ≤
n∑
i=1

λi(A)λi(B).

Prima di dimostrare il lemma 3.11, ricordiamo che una matrice quadrata
è detta doppiamente stocastica se è composta da numeri reali non negativi
tali che la somma degli elementi di ogni riga e la somma degli elementi di
ogni colonna siano uguali a 1. Per la dimostrazione abbiamo bisogno del
seguente lemma.

Lemma 3.12. Se D = (drs) è una matrice doppiamente stocastica e se
0 ≤ x1 ≤ ... ≤ xn, 0 ≤ y1 ≤ ... ≤ yn, allora

n∑
r,s=1

drsxrys ≤
n∑
r=1

xryr.

Dimostrazione. Per ipotesi, esistono ξi, ηi ≥ 0, con 1 ≤ i ≤ n, tali che

xr =
r∑
i=1

ξi

e

yr =
r∑
i=1

ηi.

Allora,
n∑
r=1

xryr −
n∑

r,s=1

drsxrys =
n∑

r,s=1

(δrs − drs)xrys =

=
n∑

r,s=1

(δrs − drs)
r∑
i=1

ξi

s∑
j=1

ηj =

=
n∑

i,j=1

ξiηj

n∑
r=i

n∑
s=j

(δrs − drs) .

(3.1)

Se i ≥ j, allora, poiché δrs = 0 per r ≥ i, s < j,
n∑
r=i

n∑
s=j

(δrs − drs) ≥
n∑
r=i

n∑
s=1

(δrs − drs) =
n∑
r=1

(
n∑
s=1

δrs −
n∑
s=1

)
= 0.

Se i ≤ j il risultato è analogo, quindi, tornando a (3.1), si ha la tesi.
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Dimostrazione del Lemma 3.11. Per il teorema 3.4, esistono U1, V1, U2, V2 ma-
trici ortogonali e R = diag (ρ1, ..., ρn), S = diag (σ1, ..., σn) matrici diagonali
tali che A = U1RV1 e B = U2SV2. Allora, poiché tr (PQ) = tr (QP ), si ha
che

tr(AB) = tr(V2U1RV1U2S) = tr(U tRV S)

dove U = (V2U1)t e V = V1U2 sono matrici ortogonali. Allora

tr(AB) =
n∑

r,s=1

ursρrvrsσs

e

|tr(AB)| ≤
n∑

r,s=1

|ursvrs| ρrσs ≤
1

2

n∑
r,s=1

|urs|2ρrσs +
1

2

n∑
r,s=1

|vrs|2ρrσs

e le matrici (|urs|2) e (|vrs|2) sono doppiamente stocastiche in quanto U e V
sono ortogonali. Applicando il lemma 3.12 si ha la tesi.

Possiamo dimostrare che l'inviluppo convesso delle matrici ortogonali
coincide con il suo inviluppo convesso di rango 1.

Teorema 3.13. Se E = O(m,n), allora

RcoE =
{
A ∈ Rm×n : λn(A) ≤ 1

}
.

Dimostrazione. Basta dimostrare che {A ∈ Rm×n : λn(A) ≤ 1} ⊆ RcoE in
quanto già sappiamo che RcoE ⊆ coE. Per il teorema 3.4, senza perdita di
generalità, possiamo inoltre dimostrare il teorema per le sole matrici diagona-
li. Indichiamo con Rm×n

d = {A ∈ Rm×n : A è diagonale} e siano Ed l'insieme
delle matrici diagonali ortogonali e Xd l'insieme delle matrici diagonali con
valori singolari minori o uguali a 1. Siano Ai ∈ Ed e ti ≥ 0 tali che

∑
ti = l.

Allora
∑
tiAi = diag (x1, ..., xl) con xi ∈ [−1, 1]. Pertanto

coEd ⊂ Xd

e quindi, in particolare, RcoEd ⊂ Xd.
Resta da dimostrare che Xd ⊂ RcoEd. Sia A ∈ Xd, allora A è della forma

A = diag (x1, ..., xl) ∈ Rm×n
d con l = min{m,n}. Come in 3.9, si può scrivere

(x1, ..., xl) come combinazione convessa di vertici del cubo l-dimensionale e
ottenere che A ∈ RlcoEd ⊂ RcoEd, cioè la tesi.
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Grazie al teorema appena dimostrato, nella dimostrazione del teorema
principale, potremo assumere che K = coE = RcoE abbia la proprietà del
segmento, in quanto convesso, e che abbia quindi, per il lemma 1.23, la
proprietà di approssimazione.



Capitolo 4

Teorema principale

Suddividiamo questo capitolo in due sezioni. Nella prima vediamo la di-
mostrazione del teorema principale nel caso unidimensionale, poi nel caso
vettoriale. Iniziamo de�nendo il concetto di funzione di classe C1 a tratti.

De�nizione 4.1. Sia Ω ⊂ Rn un aperto, allora si dice che f ∈ C1
piec (Ω,Rm)

se f è continua e se esiste una famiglia di aperti a due a due disgiunti {Ωi}i∈N
tale che mis

(
Ω−

⋃
i∈N

Ωi

)
= 0 e tale che f sia di classe C1 su ciascun Ωi.

Vediamo un lemma preliminare che richiameremo più volte in seguito.

Lemma 4.2. Siano {uν}ν∈N ⊆ W 1,∞ (Ω,Rm) e u ∈ W 1,∞ (Ω,Rm) tali che
uν → u in ∗ − L∞. Sia inoltre M ∈ R tale che ‖Duν‖L∞ ≤M , allora esiste
una sottosuccessione {uνk} ⊆ {uν} tale che uνk → u in *-W 1,∞.

Dimostrazione. Poiché ‖Duν‖L∞ ≤ M , per il teorema di Banach-Alaoglu,
esiste una sottosuccessione uνk e v ∈ L∞ (Ω,Rm) tale che Duνk → v in *-L∞.
Per de�nizione di derivata debole e di convergenza debole, per ogni funzione
test ψ ∈ C∞c (Ω,Rm) si ha che∫

Ω

vψ dx = lim
k→∞

∫
Ω

Duνkψ dx = − lim
k→∞

∫
Ω

uνkDψ dx =

= −
∫
Ω

uDψ dx =

∫
Ω

Duψ dx,

cioè v = Du e quindi uνk → u in *-W 1,∞.

37
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4.1 Caso unidimensionale

Il problema (1) nel caso unidimensionale consiste nel trovare una funzione
u : Ω→ R tale che {

u′(x) ∈ {−1, 1} per q. o. x ∈ Ω

u = ϕ su ∂Ω,

dove Ω = (a, b) ⊆ R è un intervallo e ϕ : Ω → R è una funzione C1 a
tratti tale che ϕ′(x) ∈ [−1, 1] per quasi ogni x ∈ Ω. Dopo alcuni lemmi di
approssimazione dimostreremo il seguente teorema.

Teorema 4.3. Siano Ω = (a, b), E = {−1, 1} e K = coE = [−1, 1]. Sia
ϕ ∈ C1

piec

(
Ω
)
tale che |ϕ′(x)| ≤ 1 per quasi ogni x ∈ Ω, allora esiste (un

insieme denso di) u ∈ W 1,∞ (Ω) tale che{
u′(x) ∈ {−1, 1} per q. o. x ∈ Ω,

u ∈ ϕ+W 1,∞
0 (Ω) .

(4.1)

Non dimostreremo solo l'esistenza di una soluzione del problema, ma di
un insieme di soluzioni denso nel senso del teorema di Baire.

Teorema 4.4 (di Baire). Sia V uno spazio metrico completo e siano V k,
k ∈ N, sottoinsiemi aperti densi di V . Allora

∞⋂
k=1

V k

è densa in V . In altre parole, l'intersezione numerabile di aperti densi è
densa.

Costruiremo uno spazio metrico completo e una successione numerabile
di suoi sottoinsiemi. Dimostreremo che tali sottoinsiemi sono aperti densi e
mostreremo che l'intersezione di questi è costituita esattamente da funzioni
che soddisfano (4.1).

4.1.1 Lemmi di approssimazione: caso unidimensionale

Prima di dimostrare il teorema 4.3, abbiamo bisogno di alcuni lemmi prelimi-
nari che verranno ripresi anche nel caso vettoriale. Il primo lemma consente
di approssimare una funzione di classe C1 con una funzione lineare a tratti.
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Lemma 4.5. Siano Ω = (a, b) e u ∈ C1
(
Ω
)
. Per ogni ε > 0, esistono

uε ∈ C1
piec

(
Ω
)
, J ∈ N, ξε,j ∈ R e intervalli aperti disgiunti Ωε,j ⊆ Ω, tali che

uε(a) = u(a) e uε(b) = u(b),

‖uε − u‖W 1,∞ ≤ ε,

u′ε(x) = ξε,j se x ∈ Ωε,j,

mis

(
Ω−

J⋃
j=1

Ωε,j

)
= 0.

Dimostrazione. Sia u ∈ C1
(
Ω
)
come da ipotesi. Allora, per l'uniforme

continuità di u, per ogni ε > 0 esiste δ′ > 0 tale che

|u(x)− u(y)| ≤ ε

4
se |x− y| ≤ δ′.

Analogamente, poiché anche u′ è uniformemente continua su [a, b], si ha che
per ogni ε > 0 esiste δ′′ > 0 tale che

|u′(x)− u′(y)| ≤ ε

2
se |x− y| ≤ δ′′.

Fissato ε > 0, si de�niscono δ = min{δ′, δ′′} e N 3 J > b−a
δ
. Si suddivide

l'intervallo Ω = (a, b) in J sottointervalli Ωε,j, ciascuno di misura minore o
uguale a δ. Su un generico intervallo Ωε,j = (xj, xj+1) si de�nisce la retta
passante per (xj, u(xj)) e (xj+1, u(xj+1)), cioè

uε,j(x) =
u(xj+1)− u(xj)

xj+1 − xj
(x−xj)+u(xj) = −u(xj)− u(xj+1)

xj+1 − xj
(x−xj)+u(xj).

Allora, se x ∈ Ωε,j

|u(x)− uε,j(x)| =
∣∣∣∣u(x)− u(xj) +

u(xj)− u(xj+1)

xj+1 − xj
(x− xj)

∣∣∣∣ ≤
≤ |u(x)− u(xj)|+

∣∣∣∣u(xj)− u(xj+1)

xj+1 − xj
(x− xj)

∣∣∣∣ ≤
≤ |u(x)− u(xj)|+ |u(xj)− u(xj+1)| ≤ ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Analogamente, poiché per il teorema di Lagrange esiste un punto cj ∈ (xj, xj+1)

tale che u′(cj) =
u(xj+1)−u(xj)

xj+1−xj = ξε,j, si ha che

|u′(x)− uε,j(x)| = |u′(x)− ξε,j| ≤
ε

2
.
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De�nendo
uε(x) = uε,j(x) se x ∈ Ωε,j,

si ha la tesi.

Osservazione 4.6. Si osservi che se la funzione di partenza è tale che
u′(x) ∈ (−1, 1) per ogni x ∈ Ω, allora anche ogni ξε,j costruito nella di-
mostrazione del teorema è tale che ξε,j ∈ (−1, 1).

Il prossimo lemma permette di approssimare una funzione lineare con
funzioni le cui derivate assumono esattamente due valori.

Lemma 4.7. Siano Ω = (a, b) e t ∈ [0, 1]. Siano A,B ∈ R, ξ = tA+(1−t)B
e ϕ : Ω → R de�nita da ϕ(x) = ξx. Allora, per ogni ε > 0, esistono u ∈
C1
piec

(
Ω
)
e aperti disgiunti ΩA,ΩB tali che

1) ϕ(a) = u(a) e ϕ(b) = u(b),

2) ‖u− ϕ‖L∞ ≤ ε,

3) mis (ΩA) = t(b− a) e mis (ΩB) = (1− t)(b− a),

4)

u′(x) =

{
A se x ∈ ΩA,

B se x ∈ ΩB,

Dimostrazione. Senza perdita di generalità, possiamo supporre Ω = (0, 1).
Si de�nisce

H(s) =

{
(1− t)s se s ∈ (0, t),

(1− s)t se s ∈ [t, 1)

e la si estende periodicamente su tutta la retta reale de�nendo

H̃(s) = H (s− bsc) ,

dove bsc indica la parte intera di s. Si considera

u(x) = ξx+
1

j
H̃(jx) (A−B)
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Figura 4.1: La funzione H del lemma 4.7.

e si ha che valgono le condizioni sul bordo, ovvero u(0) = 0 = ϕ(0) e u(1) =
ξ = ϕ(1). Inoltre

‖u− ϕ‖L∞ ≤
1

j
‖H‖L∞ |A−B| =

=
1

j
t(1− t) |A−B| ≤ |A−B|

4j
.

Dunque u ∈ C1
piec

(
Ω
)
e vale la convergenza in norma L∞. Dobbiamo veri�-

care la condizione sulla derivata. Poiché

H̃ ′(s) =


1− t se s ∈

⋃
k∈Z

k + (0, t),

−t se s ∈
⋃
k∈Z

k + (t, 1),

si ha

u′(x) =


ξ + (1− t) (A−B) se jx ∈

⋃
k∈Z

k + (0, t),

ξ − t (A−B) se jx ∈
⋃
k∈Z

k + (t, 1),

e quindi, ricordando che ξ = tA+ (1− t)B, si ottiene

u′(x) =


A se x ∈

⋃
k∈Z

1
j
k + 1

j
(0, t),

B se x ∈
⋃
k∈Z

1
j
k + 1

j
(t, 1).

Scegliendo

ΩA = (0, 1) ∩

(⋃
k∈Z

1

j
k +

1

j
(0, t)

)
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e

ΩB = (0, 1) ∩

(⋃
k∈Z

1

j
k +

1

j
(t, 1)

)
si ottiene la tesi.

Osservazione 4.8. Nel caso unidimensionale, come detto, si ha E = {−1, 1}
e K = coE = [−1, 1]. Banalmente, vale la proprietà di approssimazione, cioè
per ogni δ > 0, de�nendo Eδ = {−1 + δ, 1− δ}, si ha che

i) coEδ = [−1 + δ, 1− δ] b intcoE = (−1, 1),

ii) per ogni η ∈ Eδ, dist (η, E) = δ,

iii) se η ∈ intcoE = (−1, 1), si ha che η ∈ coEδ = [−1 + δ, 1 − δ] se δ è
su�cientemente piccolo.

Possiamo enunciare il seguente lemma. L'idea della dimostrazione verrà
ripresa nel lemma 4.12 per il caso vettoriale.

Lemma 4.9 (Proprietà di rilassamento). Siano Ω = (a, b) e ϕ : Ω → R
de�nita da ϕ(x) = ξx con ξ ∈ (−1, 1). Allora, esiste {uν} ⊂ C1

piec

(
Ω
)
tale

che

1) uν ∈ ϕ+W 1,∞
0 (Ω),

2) uν → ϕ in *-W 1,∞,

3) u′ν ∈ [−1, 1]

4)
∫
Ω

dist (u′ν(x), E) dx→ 0 se ν → +∞.

Dimostrazione. Per quanto osservato, per δ su�cientemente piccolo, poiché
ξ ∈ (−1, 1), si ha che ξ ∈ [−1 + δ, 1 − δ], dunque esiste t ∈ [0, 1] tale che
ξ = t(−1 + δ) + (1− t)(1− δ). Indichiamo con A = −1 + δ e B = 1− δ, per
cui abbiamo ξ = tA+ (1− t)B.

Per il lemma 4.7, esiste uδν ∈ C1
piec

(
Ω
)
e ΩA,ΩB ⊂ Ω aperti disgiunti tali

che 

mis (ΩA) = t(b− a) e mis (ΩB) = (1− t)(b− a),

u(a) = ϕ(a) e u(b) = ϕ(b),

‖u− ϕ‖L∞ ≤ 1
ν
su Ω,

u′(x) =

{
A se x ∈ ΩA,

B se x ∈ ΩB.
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In particolare, dist (u′(x), Eδ) = 0 e dist (u′(x), coEδ) = 0. Si ha quindi che
u′(x) ∈ (−1, 1) e quindi

dist (u′(x), E) ≤ dist (u′(x), Eδ) + dist (Eδ, E) = δ.

Scegliendo δ = 1
ν
, si ottiene∫

Ω

dist (u′(x), E) dx =
1

ν
mis (Ω)→ 0

se ν → ∞. Poiché poi uν → ϕ in *-L∞ e poiché |u′(x)| ≤ 1, a meno di
sottosuccessioni, si ha che uν → ϕ in *-W 1,∞ per il lemma 2.3.

4.1.2 Dimostrazione del teorema: caso unidimensionale

Utilizzando i lemmi di approssimazione dimostrati, possiamo in�ne dimo-
strare il teorema 4.3.

Dimostrazione del Teorema 4.3. Step 1: Si può de�nire F : R→ R ponendo

F (ξ) = |ξ| − 1.

Allora,
K = {x ∈ R : F (x) ≤ 0}

e
E = {x ∈ R : F (x) = 0} .

Inoltre, F è convessa e quindi, in particolare, è quasi-convessa. Si de�niscono

W =
{
u ∈ C1

piec

(
Ω,Rm

)
: u ∈ ϕ+W 1,∞

0 (Ω) , |u′(x)| ≤ 1 per q. o. x ∈ Ω
}

e V = W
L∞

. Poiché ϕ ∈ W ⊆ V 6= ∅, V risulta essere uno spazio metrico
completo se dotato della norma L∞. Dimostriamo adesso che se u ∈ V , allora
F (u′(x)) ≤ 0 per quasi ogni x ∈ Ω. Se u ∈ V , allora per de�nizione, esiste
una successione {uk} ⊆ W tale che uk → u in L∞. In particolare, |u′k(x)| ≤
1 e quindi, per il lemma 4.2, a meno di sottosuccessioni, uk → u in *-
W 1,∞. Poiché F è quasi-convessa, il teorema 2.1 garantisce la semicontinuità
inferiore del funzionale integrale de�nito da

I(uk) =

∫
Ω

F (u′k(x)) dx,
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cioè ∫
Ω

F (u′(x)) dx ≤ lim inf
k→∞

∫
Ω

F (u′k(x)) dx.

Adesso, poiché F (Duk(x)) ≤ 0 per quasi ogni x ∈ Ω, si ha che per ogni
Ω′ ⊆ Ω misurabile, ∫

Ω′

F (u′k(x)) dx ≤ 0,

da cui, per semicontinuità, si ottiene che∫
Ω′

F (u′(x)) dx ≤ 0.

Per dimostrare che F (u′(x)) ≤ 0 quasi ovunque in Ω, osserviamo che, indi-
cato con

Gk =

{
x ∈ Ω: F (u′(x)) ≥ 1

k

}
,

risulta ⋃
k∈N

Gk = {x ∈ Ω: F (u′(x)) > 0} .

Se per assurdo esistesse un k ∈ N tale che mis (Gk) > 0, allora risulterebbe∫
Gk

F (u′(x)) dx ≥ 1

k
mis (Gk) > 0

che è assurdo. Pertanto F (u′(x)) ≤ 0.
Step 2: Procediamo ora con un ragionamento fondamentale per l'utilizzo

del teorema di Baire. Se

V k =

{
u ∈ V : I(u) > −1

k

}
,

allora V k è aperto nella topologia di L∞ perché I è semicontinuo inferior-
mente.

Dimostriamo che V k è denso in V . Sia u ∈ V , allora dobbiamo dimostrare
che per ogni ε > 0 esiste uε ∈ V k tale che ‖uε − u‖L∞ ≤ ε. Per come è
de�nito V , si può supporre che u ∈ W per poi concludere per densità nel
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caso generale. Inoltre, a meno di considerare ogni componente in cui u è
regolare, si può supporre che u ∈ C1

(
Ω
)
. Siano

Ω0 = {x ∈ Ω: |u′(x)| = 1} = {x ∈ Ω: F (u′(x)) = 0}

e
Ω1 = {x ∈ Ω: |u′(x)| < 1} = {x ∈ Ω: F (u′(x)) < 0} .

Per continuità, Ω0 è chiuso in Ω e Ω1 è aperto. Inoltre, poiché |u′(x)| ≤ 1, si
ha che dist (u′(x), E) ≤ 1 per quasi ogni x ∈ Ω. Poiché F è uguale a 0 su E,
per ogni 0 < ε < 1

k
esiste δ > 0 tale che se∫

Ω

dist (u′(x), E) dx ≤ δ,

allora ∫
Ω

F (u′(x)) dx ≥ −ε.

Siamo nelle ipotesi del teorema 4.5 e quindi possiamo ricoprire Ω1 con sot-
tointervalli Ωs,j, con 1 ≤ j ≤ J ∈ N, e trovare una funzione us ∈ C1

piec

(
Ω
)

tale che 
us(a) = u(a) e us(b) = u(b),

‖us − u‖W 1,∞ ≤ ε,

u′s(x) = ξs,j se x ∈ Ωs,j,

con |ξs,j| ≤ 1, per quanto visto nell'osservazione 4.6.
Adesso, grazie al lemma 4.9, possiamo trovare delle funzioni uj,ν ∈ C1

piec

(
Ωs,j

)
tali che 

uj,ν ∈ us +W 1,∞
0 (Ωs,j) ,

‖us − uj,ν‖L∞ ≤ ε
2
,∣∣u′j,ν(x)

∣∣ ≤ 1 q. o. in Ωs,j,∫
Ωs,j

dist
(
u′j,ν(x), E

)
dx ≤ δ

mis(Ωs,j)

mis(Ω1)
.

Si de�nisce allora

uε(x) =


u(x) se x ∈ Ω0,

us(x) se x ∈ Ω1 −
J⋃
j=1

Ωs,j,

uj,ν(x) se x ∈ Ωs,j,
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e quindi∫
Ω

dist (u′ε(x), E) dx =

∫
Ω0

dist (u′ε(x), E) dx+

∫
Ω1

dist (u′ε(x), E) dx =

=
J∑
j=1

∫
Ωs,j

dist (u′ε(x), E) dx ≤ δ.

Per quanto osservato, si ha che

I (uε) ≥ −ε > −
1

k

cioè che uε ∈ V k, provando la densità di V k in V .
Per il teorema di Baire, l'insieme⋂
k∈N

V k = {u ∈ V : I(u) ≥ 0} = {u ∈ V : F (u′(x)) = 0 per q. o. x ∈ Ω}

è denso in V , concludendo la dimostrazione del teorema.

4.2 Caso vettoriale

La struttura della dimostrazione del teorema nel caso vettoriale è del tutto
simile a quella nel caso unidimensionale. La di�coltà maggiore risiede nella
dimostrazione dei lemmi di approssimazione.

4.2.1 Lemmi di approssimazione: caso vettoriale

In analogia con la sezione 4.1.1, iniziamo col dimostrare il seguente lemma,
analogo al 4.5, in cui si dimostra che si può suddividere un aperto Ω in
un numero �nito di aperti Ωε,j che ricoprano Ω a meno di un insieme di
misura nulla in modo tale che, su questi aperti, una funzione di classe C1 sia
approssimabile con funzioni che hanno gradiente costante.

Lemma 4.10. Sia Ω ⊂ Rn aperto e limitato e sia K ⊂ Rm×n un compatto.
Sia u ∈ C1

(
Ω,Rm

)
tale che Du(x) ∈ intK per ogni x ∈ Ω.
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Per ogni ε > 0, esistono uε ∈ C1
piec

(
Ω,Rm

)
, J ∈ N, ξε,j ∈ Rm×n e

Ωε,j ⊂ Ω aperti disgiunti, per 1 ≤ j ≤ J , tali che:

uε ≡ u in un intorno di ∂Ω,

‖uε − u‖W 1,∞ ≤ ε,

Duε(x) ∈ intK per quasi ogni x ∈ Ω,

mis

(
Ω−

J⋃
j=1

Ωε,j

)
≤ ε,

Duε(x) = ξε,j se x ∈ Ωε,j.

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione del teorema in due parti. Prima
analizziamo il caso in cui m = 1, poi il caso generale.

Step 1: Sia u ∈ C1
(
Ω
)
. Per il teorema 2.3, a meno di dilatazioni e

traslazioni, si può supporre senza perdita di generalità che Ω sia il cubo
unitario. Sia y ∈ Ω e sia uy il polinomio di Taylor centrato in y di u, cioè

uy(x) = u(y) +Du(y)(x− y).

Poiché u ∈ C1
(
Ω
)
e Ω è compatto, per ogni σ > 0 esiste 0 < τ < 1 tale che,

se x, y ∈ Ω sono tali che |x−y| < τ , allora valgono le seguenti due condizioni:{
|u(x)− uy(x)| ≤ στ

|Du(x)−Duy(x)| ≤ σ.
(4.2)

Sia allora

Cτ (y) =

{
x ∈ Rn : max

i
|xi − yi| <

τ√
n

}
il cubo di lunghezza τ , centrato in y. Allora, x ∈ Cτ (y) e quindi vale (4.2).

Si sceglie η ∈ C∞c
(
Cτ (y)

)
tale che

0 ≤ η(x) ≤ 1,

η(x) =

{
1 se x ∈ Cτ−2ρ(y),

0 se x ∈ Cτ (y)− Cτ−ρ(y),

|Dη(x)| ≤ K1

ρ2
per ogni x ∈ Cτ (y),

dove abbiamo posto ρ = τσ
1
2 . De�niamo allora v ∈ C1

(
Cτ (y)

)
come

v(x) = u(x) + η(x) (uy(x)− u(x)) .
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Allora
v ≡ u in Cτ (y)− Cτ−ρ(y),

Dv(x) = Du(y) per ogni x ∈ Cτ−2ρ(y),

mis (Cτ (y)− Cτ−2ρ(y)) ≤ K2ρτ
n−1 = K2τ

nσ
1
2 ≤

≤ K3mis (Cτ (y))σ
1
2 .

Inoltre,

|v(x)− u(x)| = |η(x) (uy(x)− u(x))| = |η(x)| |uy(x)− u(x)| ≤
≤ |uy(x)− u(x)| ≤ στ

e

|Dv(x)−Du(x)| = |D (η(x)(uy(x)− u(x)))| =
= |Dη(x) (uy(x)− u(x)) + η(x) (Duy(x)−Du(x))| ≤
≤ |Dη(x)| |uy(x)− u(x)|+ |η(x)| |Duy(x)−Du(x)| ≤

≤ K1

ρ
σ

1
2 + σ =

K1

τσ
1
2

σ
1
2 + σ =

K1

τ
+ σ =

K1 + στ

τ
=

= K4σ
1
2 ,

da cui si deduce che

‖v − u‖W 1,∞ ≤ Kσ
1
2 su Cτ (y).

Sia σ tale che
max {K, 2K3mis (Ω)}σ

1
2 ≤ ε

allora, a meno di restringere τ , si possono scegliere yj ∈ Ω, con 1 ≤ j ≤ J ,
tali che

mis

(
Ω−

J⋃
j=1

Cτ (yj)

)
≤ ε

2
,

con Cτ (yj) ∩ Cτ (yi) = ∅ se i 6= j. Sia Ωε,j = Cτ−2ρ(yj), allora

mis

(
Ω−

J⋃
j=1

Ωε,j

)
≤ mis

(
Ω−

J⋃
j=1

Cτ (yj)

)
+

J∑
j=1

mis (Cτ (yj)− Cτ−2ρ(yj)) ≤

≤ ε

2
+K3mis (Ω)σ

1
2 ≤ ε.
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Ponendo

uε(x) =

u(x) se x ∈ Ω−
J⋃
j=1

Cτ (yj),

v(x) se x ∈ Cτ (yj),

si ha la tesi nel caso m = 1.
Step 2: Supponiamo adesso che m > 1. Allora, poiché su ogni sottoinsie-

me compatto di Ω si ha che dist (Du(x), ∂K) ≥ k > 0, per lo Step 1 si ha
la convergenza uniforme di uε a u, insieme al gradiente. De�nendo uε ≡ u
in un intorno di ∂Ω e applicando la prima parte della dimostrazione ad ogni
componente di u, si ha la tesi.

Il seguente lemma di approssimazione è analogo al lemma 4.7 visto nel
caso unidimensionale.

Lemma 4.11. Sia Ω ⊂ Rn un aperto con misura �nita. Sia t ∈ [0, 1] e siano
A, B ∈ Rm×n con rg {A−B} = 1. Sia ϕ tale che

Dϕ(x) = tA+ (1− t)B,

per ogni x ∈ Ω. Allora, per ogni ε > 0, esiste u ∈ C1
piec (Ω,Rm) e aperti

disgiunti ΩA,ΩB ⊂ Ω tali che:

|mis (ΩA)− t ·mis (Ω)| , |mis (ΩB)− (1− t) ·mis (Ω)| ≤ ε,

u ≡ ϕ in un intorno di ∂Ω,

‖u− ϕ‖L∞ ≤ ε,

Du(x) =

{
A se x ∈ ΩA,

B se x ∈ ΩB,

dist (Du(x), co {A,B}) ≤ ε quasi ovunque in Ω

dove co {A,B} è il segmento chiuso che collega A a B.

Dimostrazione. Step 1: Studiamo dapprima il caso in cui A − B sia della
forma α⊗ e1, con α ∈ Rm e e1 ∈ Rn. In particolare

A−B =

α1 0 . . . 0
...

. . .
αm 0 . . . 0


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Supponiamo intanto che Ω coincida con il cubo unitario [0, 1]n e costruia-
mo una funzione v : [0, 1]→ Rm e due sottoinsiemi aperti di [0, 1], I e J , tali
che 

I ∩ J = ∅,
I ∪ J = [0, 1],

mis(I) = t,

mis(J) = 1− t,

v′(x1) =

{
(1− t)α se x1 ∈ I,
−tα se x1 ∈ J,

|v(x1)| ≤ δ per ogni x1 ∈ (0, 1)

Per farlo, sia f : [0, 1]→ Rm de�nita da

f(s) =

{
(1− t)α se s ∈ [0, t],

−tα se s ∈ (t, 1]

e sia

w(x1) =

x1∫
0

f(s) ds.

Allora w(0) = 0 e w(1) = (1 − t)α
t∫

0

ds − tα
t∫

0

ds = 0. Come fatto nella

dimostrazione del lemma 4.7, possiamo estendere in maniera periodica w da
[0, 1] a tutto R e de�nire, per ogni k ∈ N,

v(x1) =
1

k
w(kx1),

omettendo la dipendenza di v da k. Si de�niscono poi

I = {x1 ∈ (0, 1) : v′(x1) = (1− t)α}

e
J = {x1 ∈ (0, 1) : v′(x1) = −tα} .

Allora, per ogni ε > 0 e per k su�cientemente grande, |v(x1)| < δ e

v′(x1) =

{
(1− t)α se x1 ∈ I
−tα se x1 ∈ J.
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Si è quindi costruita la funzione v desiderata. Con un abuso di notazione,
chiameremo v(x) = v(x1, ..., xn) = v(x1).

Siano ora Ωε b Ω, η ∈ C∞c (Ω) e L > 1 tali che
mis (Ω− Ωε) ≤ ε,

0 ≤ η(x) ≤ 1,

η(x) = 1 per ogni x ∈ Ωε,

|Dη(x)| ≤ L
ε

per ogni x ∈ Ω− Ωε.

Possiamo allora de�nire

u = η (v + ϕ) + (1− η)ϕ = ηv + ϕ.

Scegliendo δ su�cientemente piccolo si ha che u soddisfa la conclusione del
lemma, con

ΩA = {x ∈ Ωε : x1 ∈ I} e

ΩB = {x ∈ Ωε : x1 ∈ J} .
Infatti, poiché η ∈ C∞c (Ω) si ha che u ≡ ϕ in un intorno di ∂Ω. Per ogni
x ∈ Ω,

|u(x)− ϕ(x)| = |η(x)v(x)| = |η(x)| |v(x)| ≤ |v(x)| ≤ δ,

da cui ‖u− ϕ‖L∞ ≤ ε scegliendo δ ≤ ε. Poiché poi η ≡ 1 in Ωε, si ha che

Du = vDη + ηDv +Dϕ = Dv +Dϕ = Dv + tA+ (1− t)B

=

{
(1− t)(A−B) + tA+ (1− t)B in ΩA

−t(A−B) + tA+ (1− t)B in ΩB

=

{
A in ΩA

B in ΩB.

Resta da dimostrare che dist (Du, co {A,B}) ≤ ε quasi ovunque in Ω. Intan-
to, Du = ηDv+v⊗Dη+Dϕ e |v ⊗Dη| ≤ δL

ε
≤ ε se si sceglie δ ≤ ε2

L
. Poiché

Dv ∈ {(1− t)α,−tα}, si ha che Dv +Dϕ e Dϕ appartengono a co {A,B} e
quindi

Dv +Dϕ ∈ {A,B} .
Si ha allora

ηDv +Dϕ = η (Dv +Dϕ) + (1− η)Dϕ ∈ co {A,B}
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e dunque Du è composto da un termine di co {A,B} e dal resto v⊗Dη, che
può essere reso arbitrariamente piccolo. Pertanto, dist (Du, co {A,B}) ≤ ε
quasi ovunque in Ω.

Step 2: Se Ω è un aperto con misura �nita qualunque, allora per il teo-
rema 2.3, lo si può suddividere in una unione �nita di cubi e un insieme di
misura piccola a piacere, sul quale si de�nirà u = ϕ. A meno di dilatazioni
e traslazioni, su ogni cubo si può costruire una funzione che soddis� la tesi
del teorema come nello Step 0. Incollando queste funzioni si è costruita su Ω
una funzione che soddisfa la tesi. Si osservi che tale funzione è di classe C1

su ogni cubo e di classe C0 su Ω, essendo uguale a ϕ in un intorno dei bordi
di tutti i cubi.

Step 3: Consideriamo adesso il caso in cui A − B sia una qualunque
matrice di rango 1, ovvero

A−B = α⊗ v =

α1v1 . . . α1vn
...

...
αmv1 . . . αmvn

 .
A meno di rimpiazzare α con |v|α, si può assumere |v| = 1. Si può inoltre
trovare una matrice di rotazione R = (rij) ∈ SO(n) tale che v = e1R. Siano
allora Ω̃ = ΩRt, Ã = ARt e B̃ = BRt. In componenti, si ha

Ãij =
n∑
k=1

Aikrjk,

B̃ij =
n∑
k=1

Bikrjk.

Allora Ã − B̃ = (A−B)Rt = α ⊗ vRt = α ⊗ e1. Per quanto visto nella
prima parte della dimostrazione, de�nendo ϕ̃(y) = ϕ(Ry), si trovano Ω̃A, Ω̃B

e ũ ∈ C1
piec

(
Ω̃,Rm

)
con le proprietà desiderate.

Per concludere, si de�niscono u(x) = ũ (Rtx) per x ∈ Ω, ΩA = RΩ̃A e
ΩB = RΩ̃B.

Vediamo un altro lemma che utilizzeremo nella dimostrazione del teorema
principale, analogo al lemma 4.9 del caso unidimensionale. Si a�erma l'esi-
stenza di una successione che approssima una funzione a�ne con gradiente
appartenente a intRcoE nel caso in cui E goda della proprietà di approssi-
mazione, introdotta nella de�nizione 1.21. L'esistenza di tale successione è
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detta proprietà di rilassamento di K rispetto ad E. Nel caso particolare in
cui E = O(m,n), per quanto abbiamo visto nel capitolo 3, RcoE coincide
con coE e quindi il teorema si adatta allo studio del problema (1).

Lemma 4.12 (Proprietà di rilassamento). Sia E ⊆ Rm×n un insieme chiuso
con la proprietà di approssimazione. Sia ϕ : Rn → Rm de�nita da ϕ(x) = ξx,
con ξ ∈ Rm×n, tale che ξ ∈ intK. Allora, per ogni Ω ⊂ Rn limitato, esiste
{uν} ⊂ C1

piec

(
Ω,Rm

)
tale che

i) uν ∈ ϕ+W 1,∞
0 (Ω,Rm),

ii) uν → ϕ in *-W 1,∞,

iii) Duν(x) ∈ E ∪ intK quasi ovunque in Ω,

iv)
∫
Ω

dist (Duν(x), E) dx→ 0 se ν →∞.

Dimostrazione. Per ipotesi E gode della proprietà di approssimazione, quindi
per ogni δ > 0 esiste un chiuso Eδ tale che

i) RcoEδ b intRcoE;

ii) per ogni η ∈ Eδ vale che dist (η, E) ≤ δ;

iii) se η ∈ intRcoE, allora η ∈ RcoEδ per ogni δ > 0 su�cientemente
piccolo.

Step 1: Sia ν ∈ N. Si a�erma che per dimostrare la tesi è su�ciente mostrare
che per ogni δ > 0 esistono uδν ∈ C1

piec

(
Ω,Rm

)
, che con abuso di notazione

chiameremo semplicemente uν , e un aperto Ω̃ ⊂ Ω tali che

mis
(

Ω− Ω̃
)
≤ 1

ν
mis (Ω) ,

uν ≡ ϕ in un intorno di ∂Ω,

‖uν − ϕ‖L∞ ≤
1
ν
,

dist (Duν(x), RcoEδ) ≤ 1
ν
per q. o. x ∈ Ω,

dist (Duν(x), Eδ) ≤ 1
ν
per q. o. x ∈ Ω̃.

(4.3)

Poiché RcoEδ b intRcoE e dist (Duν(x), RcoEδ) ≤ 1
ν
, scegliendo ν su�cien-

temente grande si ha che

Duν(x) ∈ intRcoE.
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Poiché se η ∈ Eδ, allora dist (η, E) < δ, si ha che

dist (Duν , E) ≤ dist (Duν , Eδ) + dist (Eδ, E) ≤ 1

ν
+ δ.

Scegliendo adesso δ = 1
ν
, si ottiene∫

Ω

dist (Duν(x), E) dx =

∫
Ω−Ω̃

dist (Duν(x), E) dx+

∫
Ω̃

dist (Duν(x), E) dx ≤

≤ c ·mis
(

Ω− Ω̃
)

+mis
(

Ω̃
)
· 2

ν
≤

≤ c

ν
mis (Ω) +

2

ν
mis

(
Ω̃
)
≤ c̃

ν
mis (Ω)

per una certa costante c̃ ∈ R. Pertanto, se ν →∞, allora∫
Ω

dist (Duν , E) dx→ 0.

Poiché ora uν → ϕ in ∗ − L∞ e poiché ‖Duν‖L∞ ≤ 1 essendo Duν ∈
intRcoE, si ha che, a meno di sottosuccessioni uν → ϕ in *-W 1,∞ per il
lemma 4.2 e la tesi è veri�cata.

Step 2: Resta da dimostrare che vale la condizione su�ciente (4.3). Per
ipotesi ξ ∈ RcoEδ e quindi, per il teorema 1.18, esiste i ∈ N tale che ξ ∈
RicoEδ. Si procede per induzione su i. Se i = 1, allora ξ ∈ R1coEδ e quindi
esistono A,B ∈ Eδ = R0coEδ, con rg {A−B} = 1 tali che

ξ = tA+ (1− t)B.

Per il lemma di approssimazione 4.11, esiste u ∈ C1
piec

(
Ω,Rm

)
e ΩA,ΩB ⊂ Ω

aperti disgiunti tali che

|mis (ΩA)− t ·mis (Ω)| , |mis (ΩA)− (1− t) ·mis (Ω)| ≤ 1
ν
,

u ≡ ϕ in un intorno di ∂Ω,

‖u− ϕ‖L∞ ≤
1
ν
su Ω,

Du(x) =

{
A se x ∈ ΩA,

B se x ∈ ΩB,

dist (Du(x), co {A,B}) ≤ 1
ν
per q. o. x ∈ Ω.

(4.4)
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In particolare, dist (Du(x), Eδ) = 0. Poiché poi rg {A−B} = 1, co {A,B} ⊂
RcoEδ. Per l'ultima delle (4.4),

dist (Du(x), RcoEδ) ≤
1

ν
.

Ponendo adesso Ω̃ = ΩA ∪ ΩB, si hanno tutte le proprietà della condizione
su�ciente.

Supponiamo adesso i > 1. Esistono allora A,B ∈ Ri−1coEδ tali che

ξ = tA+ (1− t)B,

con rg {A−B} = 1. Per il lemma di approssimazione 4.11, esistono ΩA,ΩB

e v ∈ C1 (Ω,Rm) tali che

mis (Ω− (ΩA ∪ ΩB)) ≤ 1
2ν
mis (Ω) ,

v ≡ ϕ in un intorno di ∂Ω,

‖v − ϕ‖L∞ ≤
1
2ν
,

Dv(x) =

{
A se x ∈ ΩA,

B se x ∈ ΩB,

dist (Dv(x), RcoEδ) ≤ 1
ν
in Ω,

dist (Dv(x), Eδ) ≤ 1
ν
in Ω̃.

Si applica l'ipotesi induttiva con A e B al posto di ξ per trovare due funzioni
vA ∈ C1

piec (ΩA), vB ∈ C1
piec (ΩB) e due aperti Ω̃A, Ω̃B tali che

mis
(

ΩA − Ω̃A

)
,mis

(
ΩB, Ω̃B

)
≤ 1

4ν
mis (Ω) ,

vA ≡ v in un intorno di ∂ΩA,

vB ≡ v in un intorno di ∂ΩB,

‖vA − v‖L∞ ≤
1
2ν

in ΩA,

‖vB − v‖L∞ ≤
1
2ν

in ΩB,

dist (DvA(x), Eδ) ≤ 1
ν
per q. o. x ∈ Ω̃A,

dist (DvB(x), Eδ) ≤ 1
ν
per q. o. x ∈ Ω̃B,

dist (DvA(x), RcoEδ) ≤ 1
ν
per q. o. x ∈ ΩA,

dist (DvB(x), RcoEδ) ≤ 1
ν
per q. o. x ∈ ΩB.
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Ponendo Ω̃ = Ω̃A ∪ Ω̃B e

u(x) =


v(x) in Ω− (ΩA − ΩB),

vA(x) in ΩA,

vB(x) in ΩB

si ha la condizione su�ciente.

4.2.2 Dimostrazione del teorema: caso vettoriale

Possiamo adesso dimostrare il teorema nel caso vettoriale. L'idea della dimo-
strazione è la stessa del caso unidimensionale, ma per una maggior chiarezza
si ripetono i ragionamenti comuni alle due dimostrazioni.

Teorema 4.13. Sia Ω ⊂ Rn aperto e siano E = O(m,n) e K = coE. Sia
ϕ ∈ C1

piec

(
Ω,Rm

)
tale che Dϕ ∈ E ∪ intK quasi ovunque in Ω.

Allora esiste (un insieme denso di) u ∈ W 1,∞ (Ω,Rm) tale che{
Du(x) ∈ E per q. o. x ∈ Ω,

u ∈ ϕ+W 1,∞
0 (Ω,Rm) .

Dimostrazione. Step 1: Si può supporre che Ω sia limitato, a meno di ricopri-
re Ω con Ω0 = {x ∈ Ω: |x| < 1} e Ωk = {x ∈ Ω: k < |x| < k + 1} e trovare
soluzioni uk in ogni Ωk, tali che |uk(x)− ϕ(x)| ≤ 1

k
per ogni k ∈ N. Abbiamo

visto nel capitolo 3 che

K =
{
A ∈ Rm×n : λi(A) ≤ 1 per ogni i = 1, ..., n

}
.

Sia l = min{m,n} e de�niamo F : Rm×n → R de�nita da

F (A) = ‖A‖2
2 − l.

Osserviamo immediatamente cheK ⊂ {A : F (A) ≤ 0} e che E ⊂ {A : F (A) = 0}.
Inoltre, F è convessa e quindi, in particolare, quasi-convessa. Siano

W =
{
u ∈ C1

piec

(
Ω,Rm

)
: u ∈ ϕ+W 1,∞

0 (Ω,Rm) , Du(x) ∈ E ∪ intK

per q. o. x ∈ Ω
}
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e V = W
L∞

. Poiché ϕ ∈ W ⊆ V 6= ∅, V risulta essere uno spazio metrico
completo se dotato della norma L∞. Dimostriamo adesso che

V ⊂
{
u ∈ ϕ+W 1,∞

0 (Ω,Rm) : F (Du(x)) ≤ 0 per q. o. x ∈ Ω
}
. (4.5)

Se u ∈ V , allora per de�nizione esiste una successione {uk} ⊂ W tale che
uk → u in L∞. In particolare, Duk(x) ∈ E ∪ intK e quindi, per il lemma
4.2, a meno di sottosuccessioni uk → u in *-W 1,∞. Inoltre, F (Duk(x)) ≤ 0
per quasi ogni x ∈ Ω.

Poiché F è quasi-convessa, il teorema 2.1 garantisce la semicontinuità
inferiore del funzionale integrale de�nito da

I(uk) =

∫
Ω

F (Duk(x)) dx,

cioè ∫
Ω

F (Du(x)) dx ≤ lim inf
k→∞

∫
Ω

F (Duk(x)) dx.

Adesso, poiché F (Duk(x)) ≤ 0 per quasi ogni x ∈ Ω, si ha che per ogni
Ω′ ⊆ Ω misurabile, ∫

Ω′

F (Duk(x)) dx ≤ 0,

da cui, per semicontinuità, si ottiene che∫
Ω′

F (Du(x)) dx ≤ 0.

Per dimostrare che F (Du(x)) ≤ 0 quasi ovunque in Ω, osserviamo che,
indicato con

Gk =

{
x ∈ Ω: F (Du(x)) ≥ 1

k

}
,

risulta ⋃
k∈N

Gk = {x ∈ Ω: F (Du(x)) > 0} .

Se per assurdo esistesse un k ∈ N tale che mis (Gk) > 0, allora risulterebbe∫
Gk

F (Du(x)) dx ≥ 1

k
mis (Gk) > 0
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che è assurdo. Pertanto F (Du(x)) ≤ 0 e vale (4.5).
Step 2: Procediamo ora con un ragionamento fondamentale per l'utilizzo

del teorema di Baire. Sia

V k =

{
u ∈ V : I(u) > −1

k

}
.

Risulta che V k è aperto nella topologia di L∞ perché I è semicontinuo infe-
riormente. Dimostriamo che V k è denso in V . Dobbiamo quindi dimostrare
che se u ∈ V , allora per ogni ε > 0, esiste uε ∈ V k tale che

‖uε − u‖L∞ ≤ ε.

Per come è de�nito V , si può supporre che u ∈ W per poi concludere per
densità nel caso generale. Inoltre, a meno di considerare ogni pezzo in cui u
è regolare, si può anche supporre che u ∈ C1

(
Ω,Rm

)
. Si de�niscono

Ω0 = {x ∈ Ω: Du(x) ∈ E} = {x ∈ Ω: F (Du(x)) = 0}

e
Ω1 = Ω− Ω0 = {x ∈ Ω: F (Du(x)) < 0} .

Per continuità, Ω0 è chiuso in Ω e Ω1 è aperto. Per lo stesso motivo, poiché
Du è limitato e F (Du(x)) ≤ 0, esiste β > 0 tale che dist (Du(x), E) ≤ β per
quasi ogni x ∈ Ω. Fissato k un intero, poiché F

∣∣
E = 0, per ogni 0 < ε < 1

k

esiste δ > 0 tale che, se ∫
Ω

dist (Du(x), E) dx ≤ δ,

allora ∫
Ω

F (Du(x)) dx ≥ −ε.

Siamo nelle ipotesi del teorema di approssimazione 4.10 e quindi possiamo
suddividere Ω1 in aperti disgiunti, a meno di un insieme di misura arbitraria-
mente piccola, su cui approssimare u con una funzione us che abbia gradiente
costante. Esiste cioè us ∈ C1

piec

(
Ω,Rm

)
, un intero J ∈ N, Ωs,j ⊂ Ω1 aperti
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disgiunti, 1 ≤ j ≤ J , tali che

us ≡ u in un intorno di ∂Ω1,

‖us − u‖W 1,∞ ≤ ε
2
,

Dus(x) ∈ intK per q. o. x ∈ Ω1,

mis

(
Ω1 −

J⋃
j=1

Ωs,j

)
≤ δ

2β
,

Dus(x) = ξs,j se x ∈ Ωs,j.

Grazie al lemma 4.12 possiamo ora approssimare ciascuna delle us con fun-
zioni che abbiano quasi ovunque il gradiente in E ∪ intK e che disti poco, in
senso integrale, da E. Esiste cioè uj,ν ∈ C1

piec

(
Ωs,j,Rm

)
tale che

uj,ν ∈ us +W 1,∞
0 (Ωs,j,Rm) ,

‖us − uj,ν‖L∞ ≤
ε
2
in Ωs,j,

Duj,ν(x) ∈ E ∪ intK quasi ovunque in Ωs,j,∫
Ωs,j

dist (Duj,ν(x), E) dx ≤ δ
2
· mis(Ωs,j)

mis(Ω1)
.

Si de�nisce allora

uε(x) =


u(x) se x ∈ Ω0,

us(x) se x ∈ Ω1 −
J⋃
j=1

Ωs,j,

uj,ν(x) se x ∈ Ωs,j.

Si ha che uε ∈ C1
piec

(
Ω,Rm

)
e inoltre

uε ∈ u+W 1,∞
0 (Ω,Rm) ,

‖uε − u‖L∞ ≤ ε in Ω,

Duε(x) ∈ E ∪ intK per q. o. x ∈ Ω.
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Dunque,∫
Ω

dist (Duε(x), E) dx =

∫
Ω0

dist (Duε(x), E) dx+

∫
Ω1

dist (Duε(x), E) dx =

=

∫
Ω1

dist (Duε(x), E) dx =

=

∫
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Pertanto ∫
Ω

dist (Duε(x), E) dx ≤ δ

e quindi, per quanto osservato,

I (uε) ≥ −ε > −
1

k

cioè uε ∈ V k, provando la densità di V k in V . Per il teorema di Baire, allora,
l'insieme ⋂

k∈N

V k = {u ∈ V : I(u) ≥ 0}

è denso in V .
Step 3: Per concludere, è evidente che le funzioni che hanno gradiente

quasi ovunque ortogonale sono un sottoinsieme di ∩V k, e, viceversa, come
visto nell'osservazione 3.10, se u ∈ ∩V k, allora Du ∈ E ∪ intK e quindi ogni
valore singolare di Du è minore o uguale a 1 e

‖Du‖2
2 =

n∑
i=1

λ2
i (Du) = l
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per cui l valori singolari di Du devono essere uguale a 1 per quanto visto
nell'osservazione 3.5. Se n ≤ m, è ovvio che gli n valori singolari siano uguali
a 1. Se invece m ≤ n è necessario osservare che n−m valori singolari di qual-
siasi matrice sono nulli e che quindi gli altri m = l valori singolari sono uguali
a 1. Risulta cioè che Du ∈ E = O(m,n), concludendo la dimostrazione del
teorema.
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